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Abstrat
Beause osmi rays (CRs) represent a main heating proess in the interstellar medium
(ISM), interations of high-energeti, harged partiles with the ISM should be onsidered
in all wind simulations. Espeially the topi of galati wind simulations will benet from
an implementation of CR partile onservation equations (Fokker-Plank-equation).
This theses gives an overview about the dierent types of aeleration proesses of har-
ged partiles, with a main fous on 1st Order Fermi-Aeleration. It will be shown that it is
possible to aelerate partiles to the highest energies disovered, with the use of shok a-
eleration only. In doing so, the argument of the dierent slopes in the range of the knee
and the ankle of the CR partile spetrum will also be disussed. Furthermore, a galati
wind model, whih onsiders the physis of CR partiles (Fokker-Plank-equation), on the
oneption of a model for galati wind simulations (GAWI) based on Dor & Drury
(1987) and Dor et al. (2006), will be reated. This model is based on an impliit ode,
whih makes it possible to explain the expansion of galati winds in onsideration of
the so alled ux-tube geometry, with the use of relatively large timesteps. In omparison
to older models (see Dor, 1984, 1985) it is important, that CR-pressure and CR-energy
have not been omputed expliitely from the CR-onservation equation. Therefore it has
not been possible to obtain the CR-adiabati index γC diretly from CR-equations. Re-
markable results have been generated, espeially in relation to test alulations. These
test alulations, with the assumption of CRs behaving as test partiles (no oupling of
hydrodynamis with CR-equations), have been onduted to prove the reliability of the
numerial method, beause the obtained results an then be ompared with the analyti
solution. Moreover, it will be tested using dierent initial models, whih have a strong
dependene on the auray of simulations. The seond part of simulations will be held
in a physially orret (oupling between hydrodynamis and CR-onservation) state,
whih orrespond thoroughly with results from earlier simulations (see Dor, 1984, 1985).
As the CR-values in these models are only given as an approximation, the results from
the atual model also represent a test of the numerial method. In onlusion, a prospet
on further possibilities, due to the use of the Fokker-Plank-equation, will be shown. For
example, with introduing spherial geometry, it would be possible to develop more de-
tailed information about the evolution of stellar winds and supernova remnants (SNR).
Furthermore, with introduing synhrotron losses in the Fokker-Plank equation, it will
be possible to investigate the behavior of eletrons (and espeially synhrotron-radiation)
within that model as well.
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Zusammenfassung
Da kosmishe Strahlung (CR) einen wesentlihen Heizprozess im interstellaren Medium
(ISM) darstellt, sollte eine Berüksihtigung der Wehselwirkung von hohenergetishen,
geladenen Teilhen mit dem ISM in sämtlihenWind-Simulationen erfolgen. Besonders das
Gebiet der Simulation von galaktishen Winden sollte sehr stark von der Implementation
von CR-Erhaltungsgleihungen protieren.
Diese Arbeit bietet einen Überblik über die vershiedenen Arten der Beshleunigung
von geladenen Teilhen, wobei das Hauptaugenmerk auf der Beshleunigung durh einen
Fermiprozess 1. Ordnung liegt. Es wird gezeigt, dass es, mit Hilfe von Stoÿbeshleunigung
durhaus möglih ist, Teilhen auf die höhsten, beobahteten Energien zu beshleunigen,
wobei auh das Argument der Steigungsänderung im Bereih von Knie und Knöhel
des CR-Teilhenspektrums diskutiert wird. Weiters wird ein Modell eines galaktishen
Windes, unter Berüksihtigung der Physik der CR-Teilhen (Fokker-Plank-Gleihung)
und ausgehend von einem Modell zur Simulation von galaktishen Winden GAWI (vgl.
Dor et al., 2006; Dor & Drury, 1987), erstellt. Dieses Modell beruht auf einem implizi-
ten Code, mit dessen Hilfe es möglih ist, die Ausbreitung eines galaktishen Windes, unter
Berüksihtigung der sogenannten Flussröhrengeometrie mit relativ groÿen Zeitshritten,
zu bestimmen. Wesentlih ist, dass im Vergleih zu früheren Modellen (Dor, 1984, 1985)
der CR-Druk sowie die CR-Energie explizit aus der CR-Erhaltungsgleihung bestimmt
werden können, wodurh auh eine direkte Berehnung des CR-Adiabatenkoezienten γC
möglih ist. Die aus den Modellrehnungen resultierenden Ergebnisse erweisen sih als
auÿerordentlih gut im Bezug auf den Vergleih mit Testrehnungen. Um die Numerik des
Modells zu überprüfen, werden Testrehnungen durhgeführt, wobei davon ausgegangen
wird, dass die CRs niht mit dem hydrodynamishen Stoÿ koppeln. Die daraus erhaltenen
Ergebnisse mahen dann einen Vergleih mit einer analytishen Lösung möglih. Weiters
wird auh mit vershiedenen Anfangsmdodellen für die CR-Strahlung experimentiert, wo-
bei sih zeigt, dass die Wahl des Anfangsmodells die Genauigkeit des Ergebnisses beein-
usst. Im zweiten Teil der Modellrehnungen werden Simulationen im Realfall (Kopplung
Hydrodynamik mit CR-Erhaltung) durhgeführt, welhe sih sehr gut mit Ergebnissen aus
früheren Simulationen nah Dor (1984) und Dor (1985) deken. Da bei älteren Model-
len die CR-Gröÿen nur sehr stark approximiert eingehen, stellen diese Ergebnisse auh
einen Test der numerishen Methodik dar. Abshlieÿend wird noh ein Ausblik auf die
Möglihkeiten gegeben, welhe durh Implementation der Fokker-Plank-Gleihung nun
oenstehen. Die Berüksihtigung der sphärishen Geometrie ermögliht es beispielsweise
stellare Winde und Supernova-Überreste zu untersuhen und die Einbeziehung von Syn-
hrotronverlusten in die Fokker-Plank-Gleihung maht eine Anwendung für Elektronen
e− möglih.
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1 Einleitung
Das Gebiet der Astroteilhen-Physik ist relativ neu und daher ist die historishe Entwik-
lung dieses Teilgebiets der Physik, speziell die der kosmishen Strahlung, sehr shwer zu
beshreiben. Der folgende historishe Überblik sowie die zugrundeliegenden Beshleuni-
gungsmehanismen werden sehr gut von Grupen (2005) und Kahelriess (2008) zusam-
mengefasst.
Kosmishe Strahlung wurde erstmals 1912 von Vitor Hess entdekt. Er unternahm
eine Reihe von Ballonügen, um die Restleitfähigkeit von Luft als Funktion der Höhe zu
bestimmen. Dabei zeigte sih, dass die Ionisation bis zu einer Höhe von a. 2000m durh
die Bodenradioaktivität leiht abnimmt, anshlieÿend jedoh mit der Höhe wieder steigt.
Hess begründete dies korrekterweise als eine Ursahe von extra-terrestrisher Strahlung.
Einen ersten Nahweis von kosmisher Strahlung gelang 1938 Pierre Auger, der bei
seinen Koinzidenz-Experimenten Teilhen zur gleihen Zeit in Detektoren, die hunder-
te Meter von einander entfernt aufgestellt waren, messen konnte. Daraus shloss er auf
die Existenz ausgedehnter Luftshauer, deren Primärteilhen Energien von a. 1015 eV
besitzen mussten.
Später, in den 1930er und 40er Jahren, war die kosmishe Strahlung überwiegend für die
Teilhenphysik von Bedeutung, was zu einer Reihe von Entdekungen in der Elementar-
teilhenphysik führte.
Kosmishe Strahlung besteht zu 98% aus ionisierten Kernen wie Protonen (87%), α-
Teilhen (12%) und shweren Elementen (1%), sowie zu 2% aus Elektronen. Folglih ist die
kosmishe Strahlung eine Teilhenstrahlung. Das Energiespektrum dieser Strahlungsart
ist sehr breit. Es dekt einen Energiebereih von 108 eV bis 1021 eV ab, wobei allerdings
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Abbildung 1.1: Es ist deutlih zu sehen, dass das Energiespektrum der kosmishen Strahlung einen sehr
breiten Bereih abdekt. Die untershiedlihe Form der Datenpunkte kennzeihnet ver-
shiedene Datensets (LEAP, akeno, yakustk, proton, havera). Quelle: J. Cronin, T.K.
Gaisser, and S.P. Swordy, Si. Amer. v276, p44 (1997).
der Fluss sehr stark mit steigender Energie abnimmt (Abb. 1.1). Die Flussrate ergibt sih
formal zu
E−γ ∝ dN
dE
γ Energiebereih
2,7 1010 − 1015 eV → knee
3 1015 − 1018 eV → ankle
2,7 > 1018 eV
Wie in Abbildung 1.1 ersihtlih, zeigt sih eine Änderung in der Steigung der Kurve.
Für dieses Verhalten im Bereih des knees gibt es zwei möglihe Erklärungen: Einerseits
können Teilhen in der Galaxie nur dann verweilen, wenn ihr Gyroradius kleiner oder
gleih des galaktishen Radius ist. Für die Milhstraÿe bedeutet dies, dass Teilhen mit
einer Energie > 1015 eV beginnen, die Galaxie zu verlassen. Andererseits wird bei dieser
Teilhenenergie auh das Maximum der Beshleunigung durh einen Fermi-Mehanismus
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1. Ordnung (siehe Abshnitt 1.1.3) erreiht. Allerdings ist der Übergang in diesem Be-
reih stetig, was darauf shlieÿen lässt, dass auh im Bereih der hohen Teilhenenergien
eine Fermi-Beshleunigung verantwortlih ist. Eine möglihe Erklärung für die Steigungs-
änderung in diesem Bereih wäre, dass Teilhen mit einer höheren Energie auh weiter
in den galaktishen Halo hinein propagieren und somit, durh die gröÿere Distanz zum
Beobahter, wieder Energie beim Durhgang durh das ISM verlieren (ähnlih wie beim
Eekt der solaren Modulation von kosmisher Strahlung in unserem Sonnensystem). Die-
ses Argument ist auh das Hauptziel, welhes diese Arbeit verfolgt. Die anshlieÿende
Sun
8.5 kpc
> 4
0 k
pc
Halo
Abbildung 1.2: Im Vergleih zu hohenergetishen Teilhen im Bereih von 109 bis 1015 eV (dekt sih
mit Fermi-Beshleunigung), müssen Teilhen mit höherer Energie einen längeren Weg
durh das ISM zurüklegen. Das wäre eine möglihe Erklärung zur Steigungsänderung
im Bereih des Knies.
Abahung der Kurve im Bereih des ankles ist höhstwahrsheinlih auf eine extra-
galaktishe Komponente (z.B. AGN) zurükzuführen. Hier ist auh die Teilhenausbeute
derart gering, dass das Argument der Fermi-Beshleunigung niht mehr vertretbar ist, da
diese auf Gleihungen aus der statistishen Physik zurükgreift (Fokker-Plank Gleihung).
Eine weitere Änderung der Steigung ist zudem noh im Bereih der geringen Energien
< 109 eV zu erkennen. Dieser ist auf den Eekt der solaren Modulation zurükzuführen.
Sobald Teilhen in unser Sonnensystem eintreten, müssen sie einen nah auÿen gerihteten
solaren Wind überwinden. Dies ist natürlih mit einem Energieverlust verbunden, welher
Teilhen mit niedriger Energie stärker beeinusst als jene mit hoher Energie.
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1.1. BESCHLEUNIGUNGSMECHANISMEN
1.1 Beshleunigungsmehanismen
Die Beshleunigungsmehanismen der kosmishen Strahlung kann man grundsätzlih in
vier Gruppen einteilen. Da der für diese Arbeit wesentlihe Beshleunigungsmehanis-
mus der Fermi-Mehanismus 1. Ordnung darstellt, wird diesem im Folgenden auh mehr
Beahtung geshenkt.
1.1.1 Zyklotron-Mehanismus
Unter Zyklotronstrahlung versteht man im Zusammenhang mit der kosmishen Strah-
lung die Beshleunigung in Sonneneken, wobei sogar sonnenähnlihe Sterne Teilhen
auf GeV Niveau beshleunigen können. Die Beshleunigung erfolgt dabei in zeitlih ver-
änderbaren Magnetfeldern. Sonneneken ersheinen dunkler, da ein Teil der thermishen
Energie in magnetishe Energie übergeht. In typishen Sternen können Sonneneken mit
Magnetfeldern von bis zu 104Gauss auftreten, wobei die Lebensdauer der Fleken einige
Rotationsperioden überdauern kann. Weiters können sonnenähnlihe Sterne Fleken mit
bis 109 cm aufweisen (vgl. Grupen, 2005, Seite 64).
dA
R
~B
d~s
particle trajectory
Abbildung 1.3: Prinzip der Teilhenbeshleunigung in Sonneneken.
Magnetfelder in sonnenähnlihen Sternen entstehen durh turbulentes Plasma, welhes
hauptsählih aus Protonen und Elektronen besteht. Diese Plasmabewegung verursaht
Ströme, wodurh wiederum ein Magnetfeld erzeugt wird. Durh das permanente Entstehen
und Zerfallen von Magnetfeldern entstehen elektrishe Felder, in welhen Protonen und
Elektronen beshleunigt werden können. In Bild 1.3 wird shematish ein Sonnenek
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mit der Flähe A = R2π mit einem variablen Magnetfeld ~B dargestellt. Erstes Semester
Physik lehrt uns, dass ein zeitlih verändernder magnetisher Fluss Φ eine Spannung U
zur Folge hat,
− dΦ
dt
=
∮
~E · d~s = U, (1.1)
wobei
~E der elektrishen Feldstärke und d~s einer innitesimalen Länge entlang der Tra-
jektorie des Teilhens entspriht. Der magnetishe Fluss ist gegeben durh
Φ =
∫
~B · d ~A = R2πB, (1.2)
mit d ~A als Flähenelement. In Gleihung 1.2 ist angenommen, dass das Magnetfeld normal
auf das Flähenelement d ~A steht. Somit ergibt sih ein Energiegewinn für ein geladenes
Teilhen bei einer Umrundung der Feldlinie wie
E = eU = eπR2
dB
dt
. (1.3)
Für einen Sonnenek mit einem Radius von R = 109 cm, einem Magnetfeld der Stärke
B = 2000Gauss und einer Lebensdauer von einem Tag ergibt sih demnah
E = 1.6× 10−19Asπ1014m2 0.2 V s
86400 sm2
= 1.6× 10−19 J = 0.73GeV (1.4)
Beobahtungsdaten der Sonne zeigen Teilhen mit Energien von bis zu 1011 eV, das höhst-
wahrsheinlih das Maximum des Zyklotron-Mehanismus in Sternen bestimmt.
Das Zyklotron-Modell kann zwar korrekte Teilhenenergien voraussagen, jedoh niht
erklären, warum sih geladene Teilhen in kreisförmigen Orbits um ein sih zeitlih ver-
änderndes Magnetfeld bewegen, da zirkuläre Orbits nur unter dem Einuss von Stabili-
sierungskräften (wie beispielsweise in Teilhenbeshleunigern) möglih sind.
1.1.2 Beshleunigung durh Sonnenekenpaare
Sonneneken treten sehr oft paarweise, mit untershiedlih gerihteter magnetisher Po-
larisation auf. Im Normalfall nähern sih die beiden Sonneneken einander an, bis sie
sih shlieÿlih miteinander vereinigen. Nimmt man an, dass der linke Flek ruht und sih
der Rehte mit einer Geshwindigkeit ~v auf den Linken zubewegt (vgl. Abb. 1.4), dann
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~v
−~µ
~µ
1st sunspot
2nd sunspot
Abbildung 1.4: Teilhenbeshleunigung durh Sonneekenpaare
wird durh die Bewegung des magnetishen Dipols ein elektrishes Feld erzeugt, welhes
normal auf den Dipol und auf die Geshwindigkeit v steht (~v × ~B). Typishe Sonnene-
ken erzeugen elektrishe Felder von a. 10V/m. Trotz dieser geringen elektrishen Felder
ist es möglih, geladene Teilhen zu beshleunigen, da der Energieverlust durh Kollision
aufgrund der geringen Dihte der Chronosphäre sehr klein ist. Unter realistishen Be-
dingungen (Sonnenekenabstand D = 107m, magnetishe Feldstärke B = 2000Gauss,
Relativgeshwindigkeit vrel = 10
7m/Tag) sind durhaus Teilhenenergien im GeV Bereih
möglih. Somit zeigt sih, dass die Energien welhe durh Annäherung magnetisher Dipo-
le erzeugt werden, im selben Bereih liegen, wie jene durh den Zyklotron-Mehanismus.
Allerdings sheint der Prozess der paarweisen Sonneneken-Beshleunigung plausibler zu
sein, da in diesem Fall keine Stabilisierungskräfte von Nöten sind.
1.1.3 Beshleunigung in Stoÿwellen
Hat ein massereiher Stern sein nuklear prozessierbares Material aufgebrauht, entsteht
ein Ungleihgewiht zwishen Strahlungsdruk und Gravitationsdruk und der Stern kol-
labiert. Je nah Anfangsmasse des Sterns sind untershiedlihe Szenarien möglih, spriht
man jedoh von einemmassereihen Stern, entsteht im Normalfall ein Neutronenstern und
der Rest des Materials wird als Supernova in die interstellare Materie ISM geshleudert.
Das ausgeshleuderte Material der Supernova breitet sih in Form einer Stoÿwelle in das
ungestörte ISM aus. Angenommen, die Stoÿfront bewegt sih mit der Geshwindigkeit u1
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und hinter dem Stoÿ fällt die Geshwindigkeit des Gases auf eine Geshwindigkeit von u2
ab. Für das Laborsystem (im System des Gases) bedeutet dies somit eine Gasgeshwindig-
keit von u1−u2 (Abb. 1.5). Grundsätzlih ist eine Stoÿwelle eine Drukwelle, die sih mit
~u1
~u2
~v
shock front
Abbildung 1.5: Stoÿbeshleunigung shematish
Übershallgeshwindigkeit bzw. mehr als der Alfvén-Geshwindigkeit bewegt. Das bedeu-
tet, dass die Wellenfront ungestört bleibt und eine Unstetigkeit an der Stoÿfront auftritt.
Das Medium im Vorder- bzw. Hinterland des Stoÿes wird durh die Gröÿen Druk, Dihte
und Temperatur harakterisiert, welhe wiederum über die Massen-, Impuls- und Ener-
gieerhaltung miteinander verknüpft sind. Für ein einatomiges Gas (γ = 5/3) ergeben sih
demnah für einen starken Stoÿ (M ≫ 1) Werte nah 1.1.3, wobei cS =
√
γ P/ρ und
M = v/cS entspriht.
für γ = 5
3
P2
P1
= 2γ
γ+1
M2 = 5
3
M21
ρ2
ρ1
= γ+1
γ−1 M
2 = 4M21
T2
T1
= 2γ(γ−1)
γ−1
2
M2 = 5
16
M21
Tabelle 1.1: Druk-, Dihte- und Temperaturverhältnis bei starkem Stoÿ
Ein Teilhen, welhes mit der Stoÿfront kollidiert und dadurh reektiert wird (vgl. Abb.
1.5), erfährt einen Energiezuwahs von
∆E =
1
2
m [v + (u1 − u2)]2 − 1
2
mv2 =
1
2
m
[
2v (u1 − u2) + (u1 − u2)2
]
. (1.5)
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Da der lineare Term dominiert (da v ≫ u1, u2 und u1 > u2), folgt ein relativer Energie-
zuwahs von
∆E
E
≈ 2 (u1 − u2)
v
. (1.6)
Eine etwas genauere relativistishe Betrahtung, welhe auh vershiedene Streuwinkel
berüksihtigt, führt zu
∆E
E
=
4
3
u1 − u2
c
, (1.7)
wobei angenommen wurde, dass die Teilhengeshwindigkeit durh die Lihtgeshwindig-
keit approximiert werden kann.
Ähnlihe Ergebnisse zeigen sih, wenn das Teilhen innerhalb zweier Stoÿfronten gefan-
gen ist und zwishen diesen hin und her reektiert wird. Normalerweise hat die innere
Front v2 eine viel höhere Ausbreitungsgeshwindigkeit als die Äuÿere v1, da diese bereits
durh die Wehselwirkung mit dem ISM abgebremst wurde. Die innere Stoÿfront kann
Geshwindigkeiten bis zu v2 = 20000 km/s erreihen, währen die äuÿere Front lediglih
mit Geshwindigkeiten von einigen 100 km/s bis 1000 km/s ins ISM propagiert (Abb. 1.6).
Ein Teilhen mit Geshwindigkeit v welhes am inneren Stoÿ reektiert wird gewinnt die
~v2 ~v1
outer shockfront
inner shockfront
Abbildung 1.6: Teilhenbeshleunigung durh mehrmahlige Refelxion zwishen zwei Stoÿfronten.
Energie
∆E1 =
1
2
m (v + v2)
2 − 1
2
mv2 =
1
2
m
(
v22 + 2vv2
)
. (1.8)
Durh Reexion am äuÿeren Stoÿ verliert das Teilhen die Energie
∆E2 =
1
2
m (v − v1)2 − 1
2
mv2 =
1
2
m
(
v21 − 2vv1
)
. (1.9)
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Damit ergibt sih ein mittlerer Energiegewinn für das Teilhen zu
∆E =
1
2
m
[
v21 + v
2
2 + 2v (v2 − v1)
]
. (1.10)
Da v2 > v1 können die quadratishen Terme vernahlässigt werden und es ergibt sih
∆E ≈ mv∆v ⇒ ∆E
E
≈ 2∆v
v
. (1.11)
Es zeigt sih, dass beide Stoÿbeshleunigungsmehanismen linear in der Relativge-
shwindigkeit sind, deswegen wird diese Art von Beshleunigungsmehanismus auh als
Fermi-Mehanismus 1. Ordnung bezeihnet. Der Untershied zum Fermi-Mehanismus im
allgemeinen Fall besteht darin, dass der Stoÿ nun eine Vorzugsrihtung hat und deshalb
die Mittelung über die Streuwinkel etwas anders ausfällt. Die lineare Energiezunahme in
Abhängigkeit von der Stoÿgeshwindigkeit kann folgendermaÿen dargestellt werden
dN
dE
=
dN
dE
(E0) ·
[
E
E0
]−1+lnP−ξ
mit ξ =
Ek
Ek−1
= 1 +
4
3
β, (1.12)
wobei ξ die mittlere Energie nah k Stöÿen, P die Wahrsheinlihkeit mit der ein Teilhen
nah dem Stoÿ im System verbleibt und β = u/c entspriht. Der Energiezuwahs ist von
1. Ordnung in der Geshwindigkeit der Stoÿfront.
usupersonicusubsonic
vshock
m0, E
Shockfront
Abbildung 1.7: Teilhen ab einer gewissen Energie (∼ 109GeV) propagieren durh die Stoÿfront und
werden aufgrund von Unstetigkeiten im Magnetfeld wieder zurük reektiert. Bei jedem
Durhgang erhöht sih somit die Energie des Teilhens.
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Bisherige numerishe Simulationen (z.B. Baring et al., 1999; Medina Tano, 2002) er-
gaben Werte, die mit den Beobahtungen unterhalb des Knies (a. 1014 eV) sehr gut
übereinstimmen. Die Energien oberhalb von 1014 eV konnten bisher mit diesem Meha-
nismus noh niht geklärt werden. Wie bereits erwähnt, ist dies das Kernthema dieser
Arbeit. Auällig ist, dass der Übergang der Verteilungsfunktion im Bereih des Knies
stetig erfolgt, was darauf shlieÿen lässt, dass auh oberhalb von 1014 eV eine Stoÿbe-
shleunigung stattndet, jedoh andere Faktoren, wie beispielsweise die gröÿere Distanz
von hohenergetishen Teilhen zum Beobahter (Abb. 1.2), die Steigungsänderung be-
wirken. Theoretish wäre es so durhaus möglih, Teilhen in Stoÿfronten auf Energien
bis zu 1019 eV (ankle) zu beshleunigen. Ab dem Bereih des ankles hingegen reiht die
Anzahl der Teilhen (N ≤ 1 km−2 a−1) niht mehr aus, um diese Energien mit dem Argu-
ment der Stoÿbeshleunigung zu erklären, da die zugrundeliegende Theorie Gleihungen
aus der statistishen Physik verwendet.
1.1.4 Fermi-Beshleunigung
Eine Fermi-Beshleunigung im allgemeinen Fall beshreibt eine Streuung geladener Teil-
hen an räumlih beliebig verteilten, inhomogenen Plasmawolken. Weiters bewegen sih
alle diese Wolken mit einer beliebigen Geshwindigkeit u. Tritt nun ein geladenes Teil-
hen mit einer Geshwindigkeit v1 in die Plasmawolke ein, erfährt es isotrope Streuung
innerhalb der Wolke und tritt gegebenenfalls mit Geshwindigkeit v2 wieder aus (Abb.
1.1.4). Um diesen Sahverhalt etwas übersihtliher zu gestalten, betrahtet man zuerst
eine antiparallele Bewegung von Teilhen und Wolke (vgl. Abb. 1.9). Somit erhöht sih
die Energie des Teilhens nah
∆E1 =
1
2
m (v + u)2 − 1
2
mv2 =
1
2
m
(
2uv + u2
)
. (1.13)
Falls eine parallele Bewegung vorliegt, verringert sih die Teilhenenergie zu
δE2 =
1
2
m (v − u)2 − 1
2
mv2 =
1
2
m
(−2uv + u2) . (1.14)
Damit ergibt sih ein Netto-Energiegewinn von
∆E = ∆E1 +∆E2 = mu
2
(1.15)
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α
β
E1
E2 > E1
vcloud
Abbildung 1.8: Bei der Fermi-Beshleunigung wird ein geladenes Teilhen innerhalb einer oder mehrerer
Plasmawolken, welhe sih mit Geshwindigkeiten ~vcloud bewegen, abgelenkt und kann so
beshleunigt werden.
und ein daraus resultierender relativer Energiegewinn von
∆E
E
= 2
u2
v2
. (1.16)
Wie man sieht, ist dieser Beshleunigungsmehanismus quadratish in der Geshwindig-
keit und wird deshalb auh als Fermi-Mehanismus 2. Ordnung bezeihnet. Weiters ist das
v −u v u
case 1 case 2
Abbildung 1.9: Ist die Teilhengeshwindigkeit antiparallel zur Wolkengeshwindigkeit, erfolgt eine
Energieerhöhung, andernfalls eine Energieverminderung.
Ergebnis von 1.16 auh unter relativistisher Betrahtungsweise korrekt. Für das Ener-
giespektrum der Teilhenstrahlung bedeutet dies, dass es einem Potenzgesetz gehorht
dN
dE
=
dN
dE
(E0) ·
[
E
E0
]−1+lnP−ξ
mit ξ =
Ek
Ek−1
= 1 +
4
3
β2, (1.17)
wobei ξ die mittlere Energie nah k Stöÿen, P die Wahrsheinlihkeit mit der ein Teilhen
nah dem Stoÿ im System verbleibt und β = u/c entspriht. Allerdings gibt es eine Reihe
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von Gründen, die es sehr unwahrsheinlih mahen, dass die Fermi-Beshleunigung für
die beobahteten hohen Energien verantwortlih sein könnte:
• β ≤ 10−4 d.h. der Energiezuwahs ist sehr gering.
• Die Kollisionswahrsheinlihkeit eines Teilhens mit einer Plasmawolke beträgt nur
a. eine Kollision pro Jahr.
• Der Energieverlust (z.B. Ionisation) ist ähnlih hoh wie der Zuwahs.
Insgesamt bedeutet dies also, dass dieser Mehanismus bei weitem niht ezient genug
ist, um die hohen Energien der kosmishen Strahlung zu erklären.
1.1.5 Beshleunigung in Pulsaren
Pulsare sind magnetisierte, rotierende Neutronen-Sterne und Überreste einer Supernova-
Explosion. Während Sterne typisherweise einen Durhmesser von etwa 106 km aufweisen,
sind Neutronen-Sterne durh einen gravitativen Kollaps auf etwa 20 km zusammenge-
shrumpft. Dieser Prozess erzeugt Dihten von bis zu 6 × 1013 g/cm3, was vergleihbar
mit nuklearen Dihten ist. Durh die hohe Pakungsdihte werden über die shwahe
Wehselwirkung so Neutronen erzeugt,
p+ e− → n+ νe. (1.18)
Die so entstandenen Neutronen können niht zerfallen, da die Fermi-Energie in einem
Neutronen-Stern mehrere hundertMeV beträgt und die maximale Energie von Elektronen
beim Beta-Zerfall nur 0.78MeV beträgt (Pauli Prinzip). Somit sind alle Energiestufen bis
zu diesem Maximum und darüber, in einem Fermi Gas aus Elektronen verboten.
Bei einem Gravitationskollaps eines Sterns bleibt die Rotationsenergie erhalten, daher
ist die Rotationsperiode von Neutronensternen, aufgrund ihres geringen Durhmessers,
sehr kurz. Eine durhshnittlihe Rotationsperiode eines sonnenähnlihen Sterns beträgt
a. einen Monat. Unter Vernahlässigung des Masseverlustes bei Kontraktion ergibt sih
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für einen Pulsar somit eine Winkelgeshwindigkeit ωP von
ωSΦS = ωPΦPωP , (1.19)
ωP =
R2S
R2P
ωS. (1.20)
Hierbei entspriht Φ dem Massen-Trägheitsmoment. Dieses Ergebnis führt shlieÿlih zu
einer Rotationsperiode von
TP = TS
R2P
R2S
. (1.21)
Für einen sonnenähnlihen Stern mit RS = 10
6 km und einer Rotationsperiode TS =
2.592 × 106 s ergibt sih für einen Pulsar mit RP = 20 km somit eine Rotationsperiode
von
TP ≈ 10−3s. (1.22)
Zusätzlih wird das Magnetfeld durh den Gravitationskollaps deutlih verstärkt (Abb.
1.10), da der magnetishe Fluss durh die Oberähe eines Sterns während der Kontrak-
tion erhalten bleiben muss und so die magnetishen Feldlinien stark zusammengedrükt
werden. Es zeigt sih ∫
~BS d ~AS =
∫
~BP d ~AP (1.23)
BP = BS
R2S
R2P
. (1.24)
Für einen Stern mit B = 103Gauss können so bei einem Pulsar Magnetfelder von 2.5×
1013Gauss erzeugt werden. Diese theoretish sehr starken Magnetfelder konnten bereits
experimentell (Landau Levels) bestätigt werden. Übliherweise fällt die Rotationsahse des
Pulsars niht mit der Rihtung des magnetishen Feldes zusammen, was starke elektrishe
Felder zur Folge hat und Teilhenbeshleunigung ermögliht. Für einen Pulsar mit einer
Rotationsperiode von TP = 30ms ergibt sih eine Rotationsgeshwindigkeit von
v = 2π
RP
TP
≈ 4× 106m/s. (1.25)
Unter der Annahme, dass ~v ⊥ ~B ergibt sih eine elektrishe Feldstärke ( ~E = ~v × ~B) von
E ≈ vB = 1015 V/m, (1.26)
13
1.1. BESCHLEUNIGUNGSMECHANISMEN
star pulsar
contraction
dA
dA
Abbildung 1.10: Während eines Graviatationskollapses eines Sterns kommt es zu einer Erhöhung der
Magnetfelddihte und damit des Magnetfeldes.
was demnah bedeutet, dass ein einfah geladenes Teilhen eine Beshleunigung von
1015 eV/m erfährt. Es sei jedoh erwähnt, dass der genaue Prozess, wie ein Pulsar Rotati-
onsenergie in die Beshleunigung von Teilhen transformiert, noh niht verstanden wird.
Ein durhshnittliher Pulsar (TP = 30ms, MP = 2 × 1030 kg, RP = 20 km, ω = 2π/T )
weist eine Rotationsenergie von etwa 4.4×1061 eV auf. Unter der Annahme, dass 1% dieser
Rotationsenergie zur Beshleunigung von Teilhen verwendet wird und einer Lebensdauer
des Pulsars von 1010 Jahren, erhält man eine Injektionsrate von
dE
dt
≈ 1.4× 1042 eV/s. (1.27)
In Anbetraht der Tatsahe, dass unsere Galaxie etwa 1011 Sterne beinhaltet und die
Supernova-Explosionsrate (entspriht der Entstehungsrate von Pulsaren) mit a. einer
Explosion pro Jahrhundert (vgl. Grupen, 2005) angenommen wird, waren seit der Ent-
stehung der Milhstraÿe 108 Pulsare an der Beshleunigung von Teilhen der kosmishen
Strahlung beteiligt. Mit einer durhshnittlihen Pulsar-Injektionszeit von 5 × 109 führt
das zu einer Gesamtenergie von 2.2 × 1067 eV und im Weiteren, für ein Gesamtvolumen
der Galaxie von 2× 1067 cm3, bedeutet das eine Energiedihte der kosmishen Strahlung
von 1.1 eV/cm3. Natürlih muss berüksihtigt werden, dass CR Teilhen nur eine be-
stimmte Zeit in der Galaxie verweilen und auh Energie durh Wehselwirkung mit ISM
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verloren geht, aber die vorher getroenen, groben Abshätzungen beshreiben die aktuelle
CR Energiedihte von rund 1 eV/cm3 sehr gut.
1.1.6 Beshleunigung in Doppelsternsystemen
Doppelsternsysteme, welhe aus einem Pulsar oder Neutronenstern und einem herkömm-
lihen Stern bestehen, können auh als Beshleunigungsmehanismus kosmisher Teilhen
dienen. In einem solhen System besteht ein konstanter Masseuss vom leihteren zum
shwereren Partner. Dieser Materieuss stellt sih als spiralförmige Akkretionssheibe um
den shwereren Partner dar, wo dann, durh den enormen Plasmauss, sehr starke elek-
tromagnetishe Felder entstehen. Theoretish können in diesen Feldern geladene Teilhen
auf sehr hohe Energien beshleunigt werden.
Der Energiegewinn eines Protons mit Masse mp, welhes in das Gravitationspotential
eines Pulsars mit Masse MP einfällt ist
∆E = −
RP∫
∞
G
mpMP
r2
dr = G
mpMP
RP
≈ 7× 107 eV, (1.28)
wobei mp = 1.67×10−27 kg,MP = 2×1030 kg, RP = 20 km und G = 6.67×10−11m3/kgs2
entspriht. Die auf die Akkretionssheibe einfallende Masse erreiht die Geshwindigkeit
v aus der Bedingung
1
2
mv2 = ∆E = G
mMP
RP
⇒ v =
√
2GMP
RP
≈ 1.2× 108m/s (1.29)
unter Betrahtung der zuvor gewählten Werte. Das variable magnetishe Feld des Pul-
sars welhes normal auf die Akkretionssheibe steht, erzeugt über die Lorentzkraft starke
elektrishe Felder
~F = e
(
~v × ~B
)
= e ~E, (1.30)
wobei die Energie aus der Bedingung ~v ⊥ ~B gewonnen wird
E =
∫
~F d~s = evBδs. (1.31)
Unter plausiblen Bedingungen (v ≈ c, B = 102Gauss, δs = 105m) sind Teilhenenergien
bis 3 × 1019 eV möglih. Akkretionssheiben um shwarze Löher oder um AGN haben
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sogar noh mehr Potential, um Teilhen auf die observierten maximalen Energien zu be-
shleunigen. Die Details dieses Beshleunigungsprozesses sind noh niht verstanden, aber
Regionen um shwarze Löher könnten durhaus für die Teilhen mit den Maximalenergien
verantwortlih sein.
1.2 Galaktisher Wind
In den letzten Jahrzehnten wurden Galaxien, im Besonderen Galaxienentstehung und
Evolution, zu einem zentralen Thema der Astrophysik. Vieles wird noh niht zur Gänze
verstanden, jedoh ist klar, dass Gravitation niht der einzige Parameter zur Erklärung
der beobahteten Strukturen sein kann. Moderne Ansätze berüksihtigen vershiedene
physikalishe Vorgänge wie z.B. Sternentstehung und Evolution oder auh die hemishe
Entwiklung des interstellaren Mediums (ISM).
Mit der Entdekung eines sehr starken Outows in der Galaxie M82 (vgl. Lynds &
Sandage, 1987), rükten galaktishe Winde (GWs) mehr ins Zentrum des Interesses und
werden seitdem als ein signikanter Faktor bei der Entstehung und Entwiklung von
Galaxien angesehen (Velleux et al., 1963). Seither wurden vershiedene Anstrengungen
(vgl. Burke, 1968; Johnson & Axford, 1971; Mathews & Baker, 1971) unternommen, um
Modelle zur Beshreibung von galaktishen Outows zu entwikeln und es zeigte sih,
dass Massenströme auftreten, wenn die Temperatur des Gases genügend hoh ist (siehe
Breitshwerdt et al., 1991). Problematish ist, dass die meisten der aktuellen GW-Modelle
nur Eekte des ausgeworfenen Gases berüksihtigen (z.B. radiative Kühlung). Somit wird
der Wind rein durh thermishen Druk angetrieben, weshalb man solhe Winde auh
als thermish getriebene Winde bezeihnet. Es zeigt sih, dass diese Winde Strukturen
ausbilden, bei denen Gas mit hoher kinetisher Energie ausgeworfen wird, bis sih durh
radiative Kühlung dihte Klumpen geformt haben, welhe dann in die galaktishe Sheibe
zurükfallen (galati fountains - siehe Kahn (1981), Kahn (1991) und Kahn (1998)).
Das Ergebnis ist ein inhomogener galaktisher Halo, wie in Abbildung 1.11 ersihtlih.
Man erwartet thermish getriebene Winde ausshlieÿlih in Galaxien mit aktiven Kernen
AGN oder in Galaxien mit sehr hohen Gastemperaturen, wie beispielsweise in Starburst
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Abbildung 1.11: Links: Reine H2 Emission in Falshfarben. Rehts: H2 (rot) + KS (blau) Kontinuum
Emission. Deutlih zu erkennen die dihten Klumpen welhe durh galaktishen Outow
entstanden sind. Diese Strukturen werden höhstwahrsheinlih als galati fountain
wieder auf die Sheibe einfallen. Quelle: Veilleux et al. (2009).
Galaxien.
Die Implementation von kosmisher Strahlung (CRs) in die dynamishen Modelle von
galaktishen Winden stellte den nähsten Shritt zum besseren Verständnis von deren
Verhalten dar (Ipavih, 1975). Unter Berüksihtigung der CR Komponente sind die Tem-
peraturwerte, die zum Treiben eines galaktishen Windes notwendig sind, signikant ge-
fallen. Möglih wird dies durh den Transport von Teilhenenergie (Impulserhaltung) in
das Gas. Somit kann Gas die Sheibenebene verlassen, auh wenn es relativ kalt ist. Be-
rehnungen solher Modelle fanden bisher in sphärisher Geometrie unter der Annahme
der Galaxie als Punktquelle von Masse und Energie statt. Weiters wurde bisher auh noh
keine Kopplung zwishen CRs und Hydrodynamik des Gases berüksihtigt.
Das Modell für diese Arbeit beruht auf der Idee von Breitshwerdt et al. (1991), deA-
villez & Breitshwerdt (2005) und Dor & Breitshwerdt (2012), welhe die Geometrie
einer Flussgeometrie (Flussröhrengeometrie, siehe 1.2.1) und die Kopplung zwishen den
drei Hauptkomponenten von galaktishen Winden, Gaskomponente, kosmishe Strahlung
undMagnetwellenfeld berüksihtigt. Der Untershied zu dieser Arbeit besteht darin, dass
Dor & Breitshwerdt (2012) bisher von einer vereinfahten Beshreibung der CRs ohne
Kenntnis über die Struktur des CR-Spektrums ausgingen. Unter Einbeziehung der Vertei-
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lungsfunktions der kosmishen Strahlung lässt sih eine viel genauere Aussage über die
Teilhenenergien treen und so der Einuss auf die Stoÿfront besser simulieren. Da sowohl
CR-Druk PC als auh Energie EC über die Fokker-Plank-Gleihung getrennt berehnet
werden können, kann auh der Adiabatenindex γC der kosmishen Strahlung bestimmt
werden, woraus sih eine zusätlihe Kontrolle der Numerik ergibt.
1.2.1 Flussröhrengeometrie
Die Geometrie, welhe für die Berehnungen dieser Arbeit herangezogen wurde, wird als
1D Flussröhrengeometrie (vgl. Breitshwerdt et al., 1991) bezeihnet. Diese Geometrie
eignet sih hervorragend zur Simulation von galaktishen Winden, da einerseits
• eindimensionale Modelle bei numerishen Simulationen sehr groÿe Vorteile in Bezug
auf Umsetzung und Rehenzeit haben, und andererseits
• unter der Annahme von lokal oenen Feldlinien die Flussgeometrie sih durh ma-
gnetishe Feldlinien harakterisieren lässt. Somit ist ein Übergang von plan-parallel
(nahe an der Sheibe) zu einer sphärishen Geometrie (in groÿem Abstand von der
Sheibe) möglih.
Alle unbekannten Gröÿen sind vom projezierten Abstand z von der galaktishen Ebene
abhängig (vgl. Dor & Breitshwerdt, 2012). Der Übergang wird durh die Denition einer
Flussröhren-Grundähe A in Abhängigkeit von z erreiht (siehe Dor & Breitshwerdt,
2012; Breitshwerdt et al., 1991).
A(z) = A0
[
1 +
(
z
Z0
)2]
, (1.32)
wobei A0 der Grundähe bei z = 0 und Z0 dem typishen Wert für einen Übergang von
plan-parallel zu sphärisher Geometrie entspriht.
Diese Geometrie kann durh einen metrishen Tensor, welher wihtig ist für die Be-
stimmung der Dierentialoperatoren wie Divergenz und Gradient, beshrieben werden.
Um den Tensor zu erhalten werden vorerst verallgemeinerte Zylinderkoordinaten (R, φ, z)
eingeführt, wobei z dem Abstand über der Mittelebene und R bzw. φ der radialen bzw.
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galactic halo
galactic disc
bulge
flux tubez
x
y
A(z)
A0
Abbildung 1.12: Galaktishe Sheibe und Flussröhre
winkelabhängigen Variable in der Ebene von A(z) entspriht. Die ursprünglihen kartesi-
shen Koordinaten erhalten mit den Denitionen
A0 := R
2π (1.33)
r(z) :=
√
A(z)
π
= R
√
A(z)
A0
(1.34)
folgende Form
x = r(z)cos(φ) (1.35)
y = r(z)sin(φ) (1.36)
z = z. (1.37)
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Aus 1.34 folgt, dass die radiale Koordinate r(z) mit
√
A(z) skaliert. Mit der Standardde-
nition eines Basisvektorsystems (eR, eφ, ez)
eR =
∂x
∂R
ex +
∂y
∂R
ey +
∂z
∂R
ez (1.38)
eφ =
∂x
∂φ
ex +
∂y
∂φ
ey +
∂z
∂φ
ez (1.39)
ez =
∂x
∂z
ex +
∂y
∂z
ey +
∂z
∂z
ez (1.40)
lässt sih somit ein Basisvektorsystem für die Flussröhrengeometrie ermitteln
eR =


zR
√
π√
A(z)Z20
cos(φ)
zR
√
π√
A(z)Z20
sin(φ)
1

 , (1.41)
eφ = r(z)


−sin(φ)
cos(φ)
0

 , (1.42)
ez =
√
A(z)
A0


cos(φ)
sin(φ)
0

 . (1.43)
Der metrishe Tensor gexakt nimmt somit folgende Form an
gexakt =


1 + z
2R2π
A(z)Z40
0 Rz
Z20
0 r(z)2 0
Rz
Z20
0 A(z)
A0

 . (1.44)
Man sieht sofort, dass dieser Tensor niht orthogonal ist. Um dennoh die geforderte
Orthogonalität zu erreihen, wird angenommen, dass die Strömungsrihtung des Gases
immer normal zu Flussröhrenähe A(z) ist. Man setzt die Diagonalelemente Rz/Z20 = 0
und erhält somit den orthogonalen Metrik-Tensor g
g =


1 0 0
0 r(z)2 0
0 0 A(z)
A0

 . (1.45)
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Mit Hilfe dieser Annahmen ist nun eine eindimensionale Formulierung der hydrodyna-
mishen Gleihungen in Flussröhrengeometrie möglih. Der Gradient bleibt unverändert
und die Divergenz shreibt sih zu
~∇ · ~u = 1
A(z)
∂
∂z
[
uzA(z)
]
. (1.46)
21
2 Hydrodynamishe Gleihungen
Die physikalishen Prozesse in einem galaktishen Wind sind maÿgeblih durh die Strö-
mung eines Fluids (ideales Gas) bestimmt. Demnah kommen hier die hydrodynamishen,
oder auh Navier- Stokes Gleihungen zu tragen, welhe im Prinzip Erhaltungsgleihungen
vonMasse, Impuls und Energie sind. Im Folgenden wird nun eine kurze Zusammenfassung
zur Herleitung der erforderlihen Gleihungen bzw. die Überführung in eine vereinfahte
Form, welhe für die Bedingung eines idealen Gases gilt (Euler-Gleihungen), präsentiert
(für nähere Ausführungen vgl. Leheler, 2009).
2.1 Massenerhaltung
Die Grundlage bildet ein kartesishes Koordinatensystem (~ex, ~ey, ~ez) mit Volumenelement
dV = dx dy dz und den Strömungsgeshwindigkeiten u, v, w (Abb. 2.1). Mit einer Dihte
ρ kann also die Masse im Volumselement beshrieben werden zu
dm = ρ dV = ρ dx dy dz. (2.1)
Stellt man nun die Massenbilanz auf, ergeben sih demnah folgende Relationen:
• Die zeitlihe Änderung der Masse in dV ist
∂m
∂t
=
∂
∂t
(ρ dV ) =
∂
∂t
(ρ dx dy dz) . (2.2)
• Der in x-Rihtung durh die Flähe dy dz einströmende Massestrom ist
(ρu) dy dz (2.3)
22
2.1. MASSENERHALTUNG
und der Ausströmende (Summe aus äuÿerem und innerem Massestrom in x-Rihtung)[
(ρu) +
∂
∂x
(ρu) dx
]
dy dz. (2.4)
• Der in y-Rihtung durh die Flähe dx dz einströmende Massestrom ist
(ρv) dx dz (2.5)
und der Ausströmende (Summe aus äuÿerem und innerem Massestrom in y-Rihtung)[
(ρv) +
∂
∂y
(ρv) dy
]
dx dz. (2.6)
• Der in z-Rihtung durh die Flähe dx dy einströmende Massestrom ist
(ρw) dx dy (2.7)
und der Ausströmende (Summe aus äuÿerem und innerem Massestrom in z-Rihtung)[
(ρw) +
∂
∂z
(ρw) dz
]
dx dy. (2.8)
Somit ergibt sih shlieÿlih für die Massenbilanz
∂
∂t
(ρ dx dy dz) +
[
(ρu) +
∂
∂x
(ρu) dx
]
dy dz − (ρu) dy dz
+
[
(ρv) +
∂
∂y
(ρv) dy
]
dx dz − (ρv) dx dz (2.9)
+
[
(ρw) +
∂
∂z
(ρw) dz
]
dx dy − (ρw) dx dy = 0
und nah Kürzung der Terme (ρu) , (ρv) , (ρw) und Division durh dx, dy, dz erhält man
die Dierentialform in kartesishen Koordinaten
∂ρ
∂t
+
∂
∂x
(ρu) +
∂
∂y
(ρv) +
∂
∂z
(ρw) = 0. (2.10)
Dieses Ergebnis bedeutet nun also, dass die zeitlihe Änderung der Dihte plus der Än-
derung der Massenströme (ρu) , (ρv) , (ρw) in x-,y- und z-Rihtung gleih Null ergibt. Die
Physik dahinter wird deutlih, wenn man die Kontinuitätsgleihung nun in Divergenzform
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x
y
z
(ρu) dy dz
[
ρu + ∂
∂x
(ρu) dx
]
dy dz
(ρv) dx dz
[
ρv + ∂
∂y
(ρv) dy
]
dx dz
(ρw) dx dy
[
ρw + ∂
∂z
(ρw) dz
]
dy dz
Abbildung 2.1: Volumenelement mit Massenströmen in kartesishen Koordinaten
anshreibt
∂ρ
∂t
+ ~∇ (ρ~u) = 0. (2.11)
Weiters kann Gleihung 2.10 auh in Integralform, wie sie für nite Volumenverfahren
verwendet wird, geshrieben werden zu
∂
∂t
∫
V
ρdV +
∮
A
ρ~u · d ~A = 0. (2.12)
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x
y
z
P dy dz
τxx dy dz
[
P + ∂P
∂x
dx
]
dy dz
[
τxx +
∂τxx
∂x
dx
]
dy dz
[
τyx +
∂τyx
∂y
dy
]
dx dz
[
τzx +
∂τzx
∂z
dz
]
dx dy
τyx dx dzτzx dx dy
Abbildung 2.2: Kräftefreies Volumenelement
2.2 Impulserhaltung
Bei der Impulserhaltung kommt das zweite Newton'she Gesetz zur Anwendung, welhes
besagt, dass die Bewegungsänderung eines Körpers proportional zur auf ihn einwirken-
den Kraft ist und in die Rihtung des Kraftvektors erfolgt. Formal bedeutet dies für ein
kartesishes Koordinatensystem also
Fx = m · ax
Fy = m · ay , (2.13)
Fz = m · az
wobei der Kraftvektor
~F sowohl Körperkräfte als auh Oberähenkräfte beinhaltet (Tab.
2.2). Betrahtet man nun wieder ein innitesimal kleines Volumselement dV = dx dy dz
und maht dieses kräftefrei (vgl. 2.2), ergibt sih für die Bewegungsgleihung in x− Rih-
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Körperkräfte Oberähenkräfte
Shwerkraft Drukkraft
elektromagnetishe Kraft Reibungskräfte
(Normalspannungskraft, Shubkraft)
Tabelle 2.1: Zusammensetzung des Kraftvektors
~F für Fluide
tung somit
[
∂τxx
∂x
+
∂τyx
∂y
+
∂τzx
∂z
− ∂P
∂x
+ ρgx
]
dx dy dz︸ ︷︷ ︸
Fx
= ρ dx dy dz︸ ︷︷ ︸
m
·
[
∂u
∂t
+ u
∂u
∂x
+ v
∂v
∂y
+ w
∂w
∂z
]
︸ ︷︷ ︸
ax
(2.14)
mit dem Druk des Fluids P = f(x, y, z, t), der Normalspannung in x− Rihtung τxx
normal auf die dy dz Ebene, der Shubspannung τyx und τzx entlang der dx dz Ebene
bzw. dx dy Ebene und der Gravitationskraftkomponente gx. Kürzt man weiters durh
dx dy dz, erhält man die sogenannte niht konservative Form der Bewegungsgleihung in
x− Rihtung, da hierbei die Terme ρ, ρu, ρv und ρw vor den Ableitungen stehen
∂τxx
∂x
+
∂τyx
∂y
+
∂τzx
∂z
− ∂P
∂x
+ ρgx = ρ
∂u
∂t
+ ρu
∂u
∂x
+ ρv
∂v
∂y
+ ρw
∂w
∂z
. (2.15)
Diese Form hat den Nahteil, dass bei einer späteren Diskretisierung der Impuls niht
erhalten bleibt, weshalb es günstiger ist, Gleihung 2.15 in die konservative Form umzu-
formulieren
∂
∂t
(ρu) +
∂
∂x
(
ρu2 + P − τxx
)
+
∂
∂y
(ρu · v − τyx) + ∂
∂z
(ρu · w − τzx)− ρgx = 0. (2.16)
Eine ausführlihe Herleitung von 2.16 ndet sih in Leheler (2009). Der komplette Satz
der Impulserhaltungsgleihungen in allen drei Raumrihtungen lautet demnah
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∂ (ρu)
∂t
+
∂
∂x
(
ρu2 + P − τxx
)
+
∂
∂y
(ρu · v − τyx) + ∂
∂z
(ρu · w − τzx)− ρgx = 0
∂ (ρv)
∂t
+
∂
∂x
(ρv · u− τxy) + ∂
∂y
(
ρv2 + P − τyy
)
+
∂
∂z
(ρv · w − τzy)− ρgy = 0 ,
∂ (ρw)
∂t
+
∂
∂x
(ρw · u− τxz) + ∂
∂y
(ρw · v − τyz) + ∂
∂z
(
ρw2 + P − τzz
)− ρgz = 0
wobei sih der reibungsbehaftete Normal- bzw. Shubspannungstensor (Viskositätsten-
sor) noh durh Geshwindigkeitsgradienten ausdrüken lässt. Hierbei kann man zwishen
Newton'shen Fluiden und niht Newton'shen Fluiden untersheiden:
• Newton'she Fluide: Spannungen sind proportional zum Geshwindigkeitsgradienten
(Aerodynamik).
• Niht Newton'she Fluide: Spannungen sind niht proportional zum Geshwindig-
keitsgradienten (Honig).
2.3 Energieerhaltung
Die Energieerhaltung beruht auf dem 1. Hauptsatz der Thermodynamik
dE
dt
= W˙ + Q˙. (2.17)
Dies bedeutet also, dass die zeitlihe Änderung der Gesamtenergie E gleih der Leistung W˙
am Volumselement dV plus dem Wärmestrom Q˙ in dV entspriht. Es sei angemerkt, dass
Gleihung 2.17 nur für geshlossene Systeme gilt und hier aufgrund der Übersihtlihkeit
verwendet wird, da so die konvektiven Terme vershwinden.
2.3.1 Gesamtenergie
Die Gesamtenergie E setzt sih folgendermaÿen zusammen:
• innere Energie: Eth = me (e ... spezishe Energie)
• kinetishe Energie: T = 1/2m~u2
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• potentielle Energie: V = mg h (kann in diesem Fall für ein Gas vernahlässigt
werden).
Somit ergibt sih für die Gesamtenergie eines Gases mit V = 0
E = Eth + T = me+
1
2
m~u2 = ρ dV ·
(
e+
1
2
~u2
)
= ρ ·
(
e+
1
2
~u2
)
dx dy dz (2.18)
und die totale Ableitung von 2.18 nah der Zeit liefert
dE
dt
=
d
dt
[
ρ ·
(
e+
1
2
~u2
)]
dx dy dz
=
{
∂
∂t
[
ρ
(
e+
1
2
m~u2
)]
+
∂
∂x
[
ρ · u
(
e +
1
2
m~u2
)]
+
∂
∂y
[
ρ · v
(
e+
1
2
m~u2
)]
+
∂
∂z
[
ρ · w
(
e +
1
2
m~u2
)] }
dx dy dz.
(2.19)
2.3.2 Leistung
Die Leistung W˙ ist jene Leistung, die durh Körper- und Oberähenkräfte verrihtet
wird. Demnah setzt sie sih aus folgenden Komponenten zusammen:
• der Gravitation g, welhe auf dV wirkt,
• dem Druk P, welher auf die Oberähe von dV wirkt
• und Spannungstensor τ (Normal- bzw. Shubspannungen), welher ebenfalls auf die
Oberähe von dV wirkt.
Mit den entsprehenden Flüssen aus Abbildung 2.3 ergibt sih somit für die Leistung
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x
y
z
u · P dy dz
u · τxx dy dz
q˙x dy dz
[
u · P +
∂(uP )
∂x
dx
]
dy dz
[
u · τxx +
∂(uτxx)
∂x
dx
]
dy dz
[
u · q˙x +
∂q˙x
∂x
dx
]
dy dz
[
u · τyx +
∂(uτyx)
∂y
dy
]
dx dz
[
u · τzx +
∂(uτzx)
∂z
dz
]
dx dy
u · τyx dx dzu · τzx dx dy
Abbildung 2.3: Leistungs- bzw. Wärmeüsse in x- Rihtung an dV
W˙ =
[
ρ (u gx + v gy + w gz)
− ∂
∂x
(uP )− ∂
∂y
(v P )− ∂
∂z
(wP )
− ∂
∂x
(u τxx + v τxy + w τxz)
− ∂
∂y
(u τyx + v τyy + w τyz)
− ∂
∂z
(u τzx + v τzy + w τzz)
]
dx dy dz.
(2.20)
2.3.3 Wärmestrom
Der Wärmestrom Q˙ setzt sih zusammen aus
• Wärmestrahlung q˙S
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• Wärmestrom q˙L über die Oberähe von dV (entsteht durh Temperaturgradient)
• Konvektion (hier aber vernahlässigt, da dV keine Relativbewegung zur Strömung
aufweist).
Formal shreibt sih somit der Wärmestrom Q˙ zu
Q˙ =
[
ρ q˙S − ∂q˙L,x
∂x
− ∂q˙L,y
∂y
− ∂q˙L,z
∂z
]
dx dy dz. (2.21)
Unter Anwendung des Fourier'shen Wärmeleitungsgesetzes q˙L = −λ · ~∇T shreibt sih
2.21 zu
Q˙ =
[
ρ q˙S +
∂
∂x
(
λ
∂T
∂x
)
+
∂
∂y
(
λ
∂T
∂y
)
+
∂
∂z
(
λ
∂T
∂z
)]
dx dy dz. (2.22)
Setzt man nun 2.19, 2.20 und 2.22 in 2.18 ein, shreibt sih die Energieerhaltungsglei-
hung zu
∂
∂t
[
ρ
(
e+
1
2
m~u2
)]
+
∂
∂x
[
ρ · u
(
e +
1
2
m~u2
)]
+
∂
∂y
[
ρ · v
(
e +
1
2
m~u2
)]
+
∂
∂z
[
ρ · w
(
e+
1
2
m~u2
)]
+ρ (u gx + v gy + w gz)− ∂
∂x
(uP )− ∂
∂y
(v P )
− ∂
∂z
(wP )− ∂
∂x
(u τxx + v τxy + w τxz)− ∂
∂y
(u τyx + v τyy + w τyz)
− ∂
∂z
(u τzx + v τzy + w τzz)
−ρ q˙S − ∂
∂x
(
λ
∂T
∂x
)
− ∂
∂y
(
λ
∂T
∂y
)
− ∂
∂z
(
λ
∂T
∂z
)
= 0,
(2.23)
welhe sih nah Verwendung der spezishen Enthalpie h = e+P/ρ (der Drukterm fällt
dadurh weg) und herausheben von ∂/∂x, ∂/∂y und ∂/∂z als Energieerhaltungsgleihung
in Dierentialform shreiben lässt
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∂
∂t
[
ρ
(
e+
1
2
m~u2
)]
+
∂
∂x
[
ρ · u
(
h+
1
2
m~u2
)
− (u τxx + v τxy + w τxz)− λ ∂T
∂x
]
+
∂
∂y
[
ρ · v
(
h+
1
2
m~u2
)
− (u τyx + v τyy + w τyz)− λ ∂T
∂y
]
+
∂
∂z
[
ρ · w
(
h+
1
2
m~u2
)
− (u τzx + v τzy + w τzz)− λ ∂T
∂z
]
−ρ (u gx + v gy + w gz) = 0.
(2.24)
2.4 Vereinfahung der Navier-Stokes Gleihungen
In den vorangegangenen Kapiteln wurden die vollständigen Navier-Stokes Gleihungen
hergeleitet. Vollständig bedeutet, dass diese Gleihungen die Strömung eines Fluids phy-
sikalish korrekt beshreiben. Weiters sind diese Gleihungen im Allgemeinen nur nume-
rish lösbar (unter Ausnahme einiger Spezialfälle, wie z.B. eindimensionale Strömungen
um ebene Platte), da sie ein nihtlineares, gekoppeltes Gleihungssystem bilden. Weiters
ist es von Vorteil, die Navier-Stokes Gleihungen (2.10, 2.16 und 2.24) in der Divergenz-
shreibweise darzustellen, da die Gleihungen somit vom Koordinatensystem unabhängig
sind. Mit den Identitäten des Geshwindigkeitsvektors ~u, dem Gravitationsvektor ~g, der
Einheitsmatrix I und der Spannungsmatrix τ
~u =


u
v
w

 ~g =


gx
gy
gz

 I =


1 0 0
0 1 0
0 0 1

 τ =


τxx τxy τxz
τyx τyy τyz
τzx τzy τzz


können die Erhaltungsgleihungen shlieÿlih in Divergenzshreibweise geshrieben wer-
den zu
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∂ρ
∂t
+ ~∇ · (ρu) = 0 (2.25)
∂
∂t
(ρ~u) + ~∇ · (ρ~u⊗ ~u+ P · I − τ ) = ρ~g (2.26)
∂
∂t
[
ρ
(
e+
1
2
m~u2
)]
+ ~∇ ·
[
ρ~u ·
(
h+
1
2
~u2 − τ · ~u− λ~∇T
)]
= ρ~g · ~u+ ρq˙S , (2.27)
wobei 2.25, 2.26 und 2.27 der Kontinuitäts-, der Bewegungs- und der Energiegleihung
entspriht.
Zusammengefasst in ein Gleihungssystem
∂
∂t


ρ
ρ~u
ρ
(
e+ 1
2
~u2
)


︸ ︷︷ ︸
~U
+~∇


ρ~u
ρ~u⊗ ~u+ P · I − τ
ρ~u
(
h+ 1
2
~u2
)− τ · ~u− λ~∇T


︸ ︷︷ ︸
~F
=


0
ρ~g
ρ~g · ~u+ ρq˙S


︸ ︷︷ ︸
~Q
mit Erhaltungsvektor
~E, Flussvektor ~F und Quellterm ~Q, kann dieses Ergebnis kurz ge-
shrieben werden zu
∂
∂t
~U + ~∇ · ~F = ~Q. (2.28)
Mit dieser Formulierung lässt sih nun die Analogie zur Integralform zeigen
∂
∂t
∫
V
~U dV +
∮
S
~F · d~S = ~Q. (2.29)
Wie sofort zu sehen ist, reiht die Anzahl der Gleihungen niht aus, um alle Unbekannten
zu bestimmen. Daher werden noh zusätzlihe Gleihungen zur Beshreibung des Systems
benötigt:
• Die thermishe Zustandsgleihung koppelt den Druk P mit der Dihte ρ und der
Temperatur T . Formal bedeutet dies für ein ideales Gas
P = ρRT. (2.30)
• Die kalorishen Zustandsgleihungen koppeln die spezishe Energie e bzw. die spe-
zishe Enthalpie h mit der Temperatur T . Für ein ideales Gas ergibt sih (mit spez.
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Wärmekapazität bei konst. Volumen cv und spez. Wärmekapazität bei konst. Druk
cp)
de = cv dT (2.31)
dh = cp dT. (2.32)
• Die Stokes'shen Beziehungen koppeln bei Newton'shen Fluiden den Spannungs-
tensor τ mit dem Geshwindigkeitsvektor ~u. Mit der dynamishen Viskosität des
Fluids µ shreibt sih dies zu
τxx = −23 µ
(
∂u
∂x
+ ∂v
∂y
+ ∂w
∂z
)
+ 2µ ∂u
∂x
(2.33)
τyy = −23 µ
(
∂u
∂x
+ ∂v
∂y
+ ∂w
∂z
)
+ 2µ ∂v
∂y
(2.34)
τzz = −23 µ
(
∂u
∂x
+ ∂v
∂y
+ ∂w
∂z
)
+ 2µ ∂w
∂z
(2.35)
τxy = µ
(
∂v
∂x
+ ∂u
∂y
)
(2.36)
τxz = µ
(
∂u
∂z
+ ∂w
∂x
)
(2.37)
τxy = µ
(
∂w
∂y
+ ∂v
∂z
)
(2.38)
τyx = τxy (2.39)
τzx = τxz (2.40)
τzy = τyz. (2.41)
Die weiterhin noh unbekannten Stowerte λ, cv, cp und µ sind in der Regel temperatu-
rabhängig und werden im Allgemeinen experimentell bestimmt. Die Werte werden dann
meist aus Tabellen entnommen.
2.4.1 Euler-Gleihungen
Die Gleihungen 2.25, 2.26 und 2.27 beshreiben zwar die Physik der Strömung vollständig,
jedoh ist der Rehenaufwand aufgrund der Nihtlinearität der Gleihungen sehr hoh. Es
kann hier eine Reihe vershiedenster Vereinfahungen, je nah benötigter Genauigkeit der
Lösungen, vorgenommen werden (vgl. Leheler, 2009). Für eine Stoÿausbreitung in einem
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galaktishen Wind ist es jedoh ausreihend, eine Abwandlung der sogenannten Euler-
Gleihungen zu verwenden. Die Euler-Gleihungen ergeben sih aus den Navier-Stokes
Gleihungen unter Vernahlässigung der Reibung τ und der Wärmeleitung λ. Das Modell
der Euler-Gleihungen eignet sih besonders für Modelle mit hohen Raynoldszahlen. Eine
weitere wihtige Eigenshaft dieser Art der Gleihungen (auh Navier-Stokes Gleihungen)
ist, dass sie Unstetigkeiten, wie beispielsweise Verdihtungsstöÿe automatish erfassen, da
sie die Rankine-Hugoniot Bedingungen erfüllen.
Für das Modell eines galaktishen Windes mit hohenergetishen geladenen Teilhen
(kosmishe Strahlung) ergibt sih somit folgender Satz von hydrodynamishen Gleihun-
gen
∂ρ
∂t
+ ~∇ · (ρu) = 0 (2.42)
∂
∂t
(ρ~u) + ~∇ · (ρ~u⊗ ~u+ Pges · I)− ρ~g = 0 (2.43)
∂
∂t
[
ρ
(
e+
1
2
m~u2
)]
+ ~∇ ·
[
ρ~u ·
(
h +
1
2
~u2
)]
− ρ~g · ~u− ρq˙S = 0. (2.44)
Wobei der Gesamtdruk Pges = PG + PC sih aus Gasdruk PG und kosmishem Strah-
lungsdruk PC zusammensetzt.
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3 Diusive Stoÿbeshleunigung von
geladenen Teilhen
Wie bereits aus dem vorangegangenen Kapitel hervorgeht, gibt es eine Reihe von mögli-
hen Beshleunigungsmehanismen, die für die beobahteten Teilhenenergien verantwort-
lih sein können. Diese Arbeit beshäftigt sih jedoh mit dem Mehanismus, bei welhem
Stoÿwellen in dünnem, ionisiertem Medium (interstellare Materie) geladene Teilhen be-
shleunigen. Die folgenden Ausführungen beziehen sih imWesentlihen auf Drury (1983).
3.1 Bewegung von Teilhen im Magnetfeld
Die Bewegung von Teilhen in einem elektromagnetishen Feld wird grundsätzlih durh
die Lorentzkraft FL bestimmt, welhe gegeben ist durh
~FL = q
(
~E + ~v × ~B
)
. (3.1)
Wobei q der Elementarladung, ~v der Teilhengeshwindigkeit und ~B dem (homogenen)
Magnetfeld entspriht. Unter Berüksihtigung des 2. Newton'shen Gesetzes für ein Teil-
hen mit der Ladung q und der konstanten Masse m0 shreibt sih die Bewegungsgleihung
des Teilhens nah Henke (2007) zu
m0
d2~r
dt2
= q
(
~E +
d~r
dt
× ~B
)
. (3.2)
Da nun ein reines Magnetfeld betrahtet wird, d.h. es liegt kein elektrishes Feld vor,
vereinfaht sih 3.2 zu
d2~r
dt2
=
q
m0
d~r
dt
× ~B. (3.3)
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Wie leiht zu erkennen ist, steht die Kraft immer senkreht auf die Geshwindigkeit (~v×
~B), womit also keine Arbeit an der Ladung verrihtet wird, d.h. die kinetishe Energie
des Teilhens bleibt konstant. Unter der Annahme, dass
~B nur in z-Rihtung wirkt, lässt
sih 3.3 komponentenweise anshreiben
v˙x = ωzvy v˙y = −ωzvx v˙z = 0, (3.4)
wobei der Faktor ωz =
q
m0
Bz als Zyklotronfrequenz bezeihnet wird. Weiters ist aus 3.4
ersihtlih, dass keine Beshleunigung in z-Rihtung erfolgt, somit also die longitudinale
Geshwindigkeitskomponente konstant ist. Erneute Ableitung nah der Zeit von 3.4 und
Elimination führt shlieÿlih auf die Shwingungsdierentialgleihung
v¨x − ω2zvx = 0 v¨y + ω2zvy = 0. (3.5)
Wie leiht zu zeigen ist, genügt 3.5 genau der Kreisgleihung mit dem Radius
rg =
√
v2x0 + v
2
y0
ω2z
=
v⊥0
ωz
=
m0v⊥0
qBz
. (3.6)
Dieser Radius wird als Larmor-Radius oder Gyrationsradius bezeihnet. Existiert eine
Geshwindigkeitskomponente in z-Rihtung, so stellt sih die Bahnkurve des Teilhens als
Shraubenlinie (Abb. 3.1) dar, wobei der Radius dem Gyrationsradius und die Umlaure-
quenz der Zyklotronfrequenz entspriht. Der Gyrationsradius rg ist somit jener Radius,
bei dem sih ein Gleihgewihtszustand zwishen der Zentrifugalkraft des Teilhens und
der, durh das Magnetfeld hervorgerufenen, Zentripetalkraft einstellt
m0
v2⊥0
rg
= q v⊥0 Bz. (3.7)
Somit lässt sih dem gyrierenden Teilhen sozusagen ein magnetishes Moment durh
Strom × Kreisähe zuordnen
pm =
qv⊥0
2πrg
πrg =
1
2
q v⊥0 rg =
T⊥
Bz
(3.8)
mit der kinetishen Energie T⊥ = 12 m0 v⊥0. Weiters kann nun, da sowohl v⊥0 und v‖0
bekannt sind, ausgedrükt durh die Impulse p⊥0 und p‖0 der sogenannte Pith µ, also der
Cosinus des Winkels zwishen Impulsvektor ~p und Magnetfeldlinie Bz, bestimmt werden
µ =
~p · ~B
‖~p‖ ‖ ~B‖ , (3.9)
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~B
~p⊥
~p‖
Abbildung 3.1: Gyration eines Teilhens im homogenen Magnetfeld
wobei dann die Impulsvektoren folgendermaÿen deniert sind
p‖ = µ‖ ~p‖ p⊥ =
√
1− µ2 ‖~p‖ (3.10)
mit Gyrationsradius
rg =
p⊥
q Bz
. (3.11)
3.1.1 Magnetisher Spiegel
Bisher wurde immer ein konstantes, homogenes Magnetfeld betrahtet. Kosmishe Ma-
gnetfelder sind in der Realität allerdings weder homogen noh konstant und genau diese
Unstetigkeiten beeinussen die Teilhen auf ihren Bahnkurven und führen shlieÿlih zu
Streuung. Da die Berehnung von Teilhenbahnen in inhomogenen Magnetfeldern i.A. nur
numerish möglih ist, wird hier kurz auf eine der wenigen analytishen Lösungen, den
magnetishen Spiegel, eingegangen.
Ausgangspunkt bildet ein sehr langsam konvergierendes (nahezu homogenes) Magnet-
feld, welhes zylindersymmetrish zur z-Ahse ausgerihtet ist. Unter dieser Annahme
kann die Teilhenbewegung als Störung der shraubenförmigen Bahn (Abb. 3.2) betrah-
tet werden. Nah Gleihung 3.3 shreibt sih die z-Komponente zu
m0
dvz
dt
= q v⊥Bρ = Kz. (3.12)
Mit Hilfe der Divergenzgleihung
~∇ · ~B = 1
ρ
∂
∂ρ
(ρBρ) +
∂
∂z
Bz = 0 (3.13)
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q
z
~B
Abbildung 3.2: Tritt ein Teilhen in ein konvergierendes Magnetfeld ein, wird es in longitudinaler Rih-
tung abgebremst (vz verringert sih). Gleihzeitig steigt aber aufgrund der Energieerhal-
tung die transversale Geshwindigkeit (vφ), was zur Folge hat, dass sih der Gyrations-
radius verkleinert.
und unter der Annahme eines shwah konvergenten Feldes, in welhem die Änderung
des Feldes in z-Rihtung während eines Umlaufs klein gegenüber dem Gyrationsradius ist
(∂Bz/∂z = const), lässt sih Bρ nah Integration ausdrüken zu
Bρ ∼ ρ
2
∂Bz
∂z
. (3.14)
Einsetzen in 3.12 und mit Hilfe von 3.8 liefert shlieÿlih
m0
dvz
dt
= −pm ∂Bz
∂z
. (3.15)
Es zeigt sih also, dass auf das Teilhen eine negative Kraft in z- Rihtung (in Rihtung
des shwäheren Magnetfeldes) ausgeübt wird. Multipliziert man 3.15 mit vz
m0vz
dvz
dt
= −pmvz ∂Bz
∂z
= −pm dBz
dt
, (3.16)
vergleiht mit der zeitlihen Ableitung der kinetishen Energie und unter Verwendung von
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3.8 folgt
d
dt
(
1
2
m0v
2
z
)
=
d
dt
(T − Tz) = −dT⊥
dt
= − d
dt
(pmBz) (3.17)
Wie leiht zu sehen ist, muss also das magnetishe Dipolmoment konstant sein. Ist dies
aber der Fall, muss sih, wenn die Rotationsgeshwindigkeit des Teilhens zunimmt, der
Gyrationsradius aufgrund der Energieerhaltung verringern.
3.2 Heuristishe Herleitung der Erhaltungsgleihung
Während die Wehselwirkung von freien, geladenen Teilhen in einem homogenen Magnet-
feld trivial ist, ist es bei kosmishen Magnetfeldern deutlih komplizierter die Bewegung
von Partikeln zu bestimmen. Um die Teilhenbewegung dennoh zu beshreiben, wählt
man einen Ansatz, bei welhem als Ausgangspunkt ein homogenes Medium mit eingebet-
tetem, homogenem Magnetfeld dient, wobei das Magnetfeld kleine, statishe Störungen
aufweist. Ist kein elektrishes Feld vorhanden, bleibt nah 3.3 die kinetishe Energie der
Teilhen bei der Streuung erhalten und es ändert sih nur der Pith Winkel. Ist nun der
Streuprozess von ausreihend stohastisher Natur, folgt daraus, dass die Phasenraum-
dihte der Teilhen F (~p, ~x, t) annähernd isotrop, d.h. also F (~p, ~x, t) ∼ f (p, ~x, t), ist. f
entspriht demnah dem isotropen Anteil von F , was bedeutet, dass die kosmishe Strah-
lung als ideales Gas betrahtet werden kann. Mit Hilfe dieser Annahmen kann somit der
Teilhentransport mit Hilfe des 2. Fik'shen Gesetzes beshrieben werden nah
∂f
∂t
= ~∇
(
κ~∇f
)
, (3.18)
wobei κ dem (anisotropen) Diusions-Tensor entspriht. Die Bestimmung von κ ist na-
türlih niht trivial, dennoh kann mit einem relativ simplen Argument (siehe Blandford,
1979; Longair, 1981) der Diusions-Tensor relativ einfah berehnet werden. Die eek-
tivsten Störungen, welhe zu einer Streuung eines Teilhens führen, sind jene mit Län-
genskalen, die vergleihbar mit dem Gyrationsradius rg sind. Diese Störungen bewirken
eine Änderung des Feldes in der Gröÿenordnung von kI(K), wobei k ∼ r−1g und I(K) der
räumlihen Energieverteilung der Störungen entspriht. Damit ergibt sih eine Variation
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der Änderung des Feldes mit einer Längenskala von rg zu
φ2 ∼ kI(k)
B20
, (3.19)
wobei B0 dem ungestörten Feld entspriht. Nah jeder Gyrationsperiode wird der Pith
Winkel des Teilhens demnah um einen beliebigen Betrag der Ordnung φ geändert. Somit
ist nah N Gyrationen die Änderung von der Ordnung φ
√
N , was also bedeutet, dass
das Teilhen seinen ursprünglihen Pith vergisst, wenn N ∼ φ−2. Somit ist die mittlere
freie Weglänge entlang des Feldes λ‖ ∼ Nrg mit der Streufrequenz ν ∼ V/λ‖. Demnah
ergibt sih der Diusionskoezient parallel zum Feld zu
κ‖ ∼ 1
3
λ2‖ν. (3.20)
Zwishen der Streuung kommt es zu einer Vershiebung des Teilhens normal zum Feld
in einer Gröÿenordnung von
λ⊥ ∼ φrg
√
N ∼ rg. (3.21)
Somit ergibt sih der orthogonale Diusionskoezient zu
κ⊥ ∼ 1
3
λ2⊥ν (3.22)
und demnah ist
κ‖κ⊥ ∼ κ2B. (3.23)
κB =
1
3
rgν wird als Bohm Diusionskoezient bezeihnet und ist der kleinste erlaubte
Wert in diesem speziellen Modell des Teilhentransports. Das bedeutet demnah, dass wir
eine Streuung durh stationäre, magnetishe Störungen (Störquellen) erhalten. Im Weite-
ren müssen zwei Arten von Störungszentren-Bewegung berüksihtigt werden: einerseits
die Bewegung des Hintergrundmediums selbst (Advektion der Störquellen), mit der Ge-
shwindigkeit ~u, und andererseits die Relativbewegung der Störquellen zum Hintergrund-
medium. Die allgemeine Bewegung des Hintergrunds erfordert natürlih eine Erweiterung
der Zeitableitung von 3.18 mit einem Advektionsterm:
∂
∂t
→ ∂
∂t
+ ~u · ~∇ (3.24)
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und im Weiteren, da es sih im Falle eines Stoÿes um eine divergente Hintergrundbewe-
gung handelt, muss auh auf der rehten Seite ein Term für die adiabatishe Änderung
der Teilhenimpulse angefügt werden. Eine einfahe Form dieses Terms kann aus dem
Lioville-Theorem abgeleitet werden, welhes besagt, dass eine Konvergenz im Ortsraum
zu Divergenz im Impulsraum führt und vie versa. Diese Argumente führen shlieÿlih zu
∂
∂t
+ ~u · ~∇f = ~∇
(
κ~∇f
)
+
1
3
(
~∇ · ~u
)
p
∂f
∂p
. (3.25)
Um die vollständige Erhaltungsgleihung für kosmishe Strahlung zu erhalten, muss nun
noh eine zweite Art der Bewegung berüksihtigt werden. Falls die Bewegung der Stör-
quellen relativ zum Hintergrund systematish ist, kann diese einfah zur Hintergrundge-
shwindigkeit ~u addiert werden, da die geladenen Teilhen nur die mittlere Geshwindig-
keit der Störquellen wahrnehmen und niht direkt von der Bewegung des Hintergrund-
mediums beeinusst werden. Die verbleibende Restkomponente verursaht eine Änderung
des Teilhenimpulses von der Gröÿenordnung δp ∼ pv/ν bei jeder einzelnen Streuung (v
entspriht hier der Geshwindigkeit der Störquelle.) Demnah kommt es zu einer Diusion
im Impulsraum mit einem Diusionskoezienten
D ∼ 1
3
(δp)2 ν ∼ v
2p2
qκ‖
, (3.26)
was einem Fermi-Mehanismus 2. Ordnung im klassishen Sinne entspriht. Daher lautet
die vollständige Erhaltungsgleihung nun:
∂f
∂t
+ ~u+ ~∇f︸ ︷︷ ︸
Advektion
= ~∇
(
κ ~∇f
)
︸ ︷︷ ︸
Diusion
+
1
3
~∇ · ~u p ∂f
∂p︸ ︷︷ ︸
adiabatishe Beshleunigung
+
1
p2
∂
∂p
(
p2 ~D
∂f
∂p
)
︸ ︷︷ ︸
Fermi-Mehanismus 2. Ordnung
. (3.27)
Die Geshwindigkeit v entspriht der Geshwindigkeit einer kleinen Störung im Plasma,
was unter astrophysikalishen Bedingungen von der Gröÿenordnung der Alfvén-Geshwindigkeit
ist. Dieser Prozess ist für den Beshleunigungsprozess der Teilhen zu langsam und da-
her kann der Fermi-Mehanismus 2. Ordnung in diesem Fall vernahlässigt werden. Um
Gleihung 3.27 im Weiteren in eine konservative Form überzuführen, muss sowohl der
Advektionsterm als auh der Term der adiabaten Beshleunigung umgeshrieben werden.
Für den Advektionsterm verwendet man die Identität
~∇ (f~u) = ~u ~∇ (f) + f ~∇ (~u) (3.28)
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und für den Term der adiabaten Beshleunigung
~∇ · ~u 1
3p2
∂
∂p
(
p3f
)
= ~∇ · ~u 1
3p2
(
3p2f + p3
∂f
∂p
)
=
(
f + p
∂f
∂p
)
~∇ · ~u. (3.29)
Setzt man 3.28 und 3.29 in 3.27 ein, erhält man die Erhaltungsgleihung für kosmishe
Strahlung
∂f
∂t
+ ~∇ (~uf) = ~∇
(
κ ~∇f
)
+
1
3p2
∂
∂p
(
p3f
)
~∇ · ~u. (3.30)
3.3 Analytishe Lösung im makroskopishen
Testteilhenbild
Um eine analytishe Lösung für die zuvor besprohene Transportgleihung für kosmishe
Strahlung zu erhalten, wird angenommen (vgl. Drury, 1983), dass die Teilhengeshwin-
digkeit viel gröÿer als die Geshwindigkeit des Fluids ist. Weiters soll die Streuung der
Teilhen unregelmäÿig genug sein, um die Verteilungsfunktion isotrop zu halten und so-
mit die Annahme der Diusionsapproximation 3.18 gilt. Zusätzlih sollen rein elastishe
Stöÿe bei der Streuung auftreten und die Stoÿpartner sollen unendlih groÿe Masse haben
(damit sih die Teilhenenergie im lokalen Bezugssystem des Fluids bei der Streuung niht
ändert). Shlieÿlih wird die Stoÿfront noh als unendlih groÿe Platte angenommen, wel-
he zwei uniforme Magnetfelder mit normal auf die Stoÿfront stehenden Magnetfeldlinien,
im upstream und downstream Medium, trennt. Wählt man im Weiteren das Koordinaten-
system noh so, dass der Stoÿ in der y, z Ebene liegt und der Stoÿ darin ruht (stationär),
dann hängen alle Variablen nur noh von x ab (eindimensionales Problem) und die Gas-
geshwindigkeit lässt sih folgendermaÿen denieren
u(x) =


u1 x < 0
u2 x > 0
(3.31)
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oder mit der Heaviside Funktion H(x) und Kompressionsverhältnis r = u1/u2 (vgl. Bland-
ford, 1979)
u(x) =
[
1−
(
1− 1
r
)
H(x)
]
, (3.32)
wobei u1 und u2 die konstanten upwind bzw. downwind Geshwindigkeiten bezeihnen. In
diesem Bezugssystem vereinfaht sih 3.30 zu
u
∂f
∂x
=
∂
∂x
κ
∂f
∂x
, (3.33)
wobei u entweder u1 oder u2 entspriht und u = const gilt. Einfahes auntegrieren von
3.33 ergibt sofort die allgemeine Lösung
f(x, p) = g1(p) exp

 x∫
0
u(x′
κ(x′, p)

+ g2(p), (3.34)
wobei g1(p) bzw. g2(p) beliebig wählbare Funktionen darstellen. Impliziert man nun die
natürlihen Randbedingungen, sodass sih f einer gegebenen Funktion annähert, wenn
man sih weit genug im Vorland des Stoÿes bendet (f(x, p)→ f1(p) wenn x→ −∞)und
| f(x, p) |<∞ wenn x→∞ im Hinterland gilt, dann wird 3.34 zu
f(x, p) =


f1(p) + g1(p) exp
(
x∫
0
u1
κ(x′,p)
dx′
)
x < 0
g2(p) = f2(p) x ≥ 0
, (3.35)
solange
∫ x
0
dx′/κ(x′, p) → ±∞ bei x → ±∞ gilt. Physikalish bedeutet dies nun, dass
eine stationäre Lösung durh einen Ausgleih von Diusion und Advektion im Vorland
zustande kommt.
Um nun die Abhängigkeit von den beiden unbekannten Funktionen f2 und g1 von f1
zu denieren, werden zwei Bedingungen benötigt. Die Überlegung dabei ist, dass ein
paralleler Stoÿ die geladenen Teilhen lokal niht beeinusst, da keine Diskontinuität
im Magnetfeld vorliegt und die Teilhen auf ihrer Spiralbahn bleiben, auh wenn sie
durh die Front stoÿen. Daher bleibt die gesamte Verteilungsfunktion im Impulsraum
beim Durhgang durh die Stoÿfront glatt.
Um nun die Winkelabhängigkeit im System des Fluids von der gesamten Verteilungs-
funktion F (x, p, µ) zu bestimmen, wird F in ein Legendre Polynom entwikelt und nah
43
3.3. ANALYTISCHE LÖSUNG IM MAKROSKOPISCHEN TESTTEILCHENBILD
dem zweiten Term abgebrohen. Weiters wird der anisotrope Teil proportional zum Gra-
dienten des isotropen Teils gesetzt. Demnah ergibt sih
F (x, p, µ) ∼ f(x, p)︸ ︷︷ ︸
isotrop
−µλ ∂
∂x
f(x, p)︸ ︷︷ ︸
anisotrop
, (3.36)
wobei λ der mittleren freien Weglänge, aus κ = λv/3 mit der Teilhengeshwindigkeit v
entspriht. Setzt man nun 3.35 für den isotropen Teil ein und berehnet getrennt jeweils
upstream bzw. downstream vom Stoÿ, ergibt sih
F (x, p, µ) ∼


f1 + g1 − µ3u1v g1 x = 0−
f2 x = 0+
. (3.37)
In dieser Darstellung wird jedoh p anstelle von x im System des Fluids betrahtet. Trans-
formiert man nun in das System des Stoÿes, welhes sih mit Geshwindigkeit −u relativ
zum Fluid bewegt, transformiert sih der Teilhenimpuls demnah zu
p 7→ p′ = p
(
1− µu
v
)
(3.38)
und daher transformiert sih 3.37 zu
F (x, p, µ) 7→ F (x, p′, µ) =


f1 + g1 − µ
[
u1
v
p ∂
∂p
(f1 + g1) +
3u1
v
g1
]
x = 0−
f2 − µ
(
u2
v
p ∂
∂p
f2
)
x = 0+
. (3.39)
Koezientenvergleih der isotropen und anisotropen Teile vor und nah dem Stoÿ ergibt
die Bedingungen zur Lösung des Gleihungssystems
f1 + g1 = f2 isotrop (3.40)
u1p
∂
∂p
(f1 + g1) + 3u1g1 = u2p
∂
∂p
f2 anisotrop. (3.41)
Eliminiert man nun g1 und verwendet das Kompressionsverhältnis r = u1/u2, erhält man
(r − 1) p∂f2
∂p
= 3r (f1 − f2) . (3.42)
Setzt man im Weiteren noh a := 3r/(r − 1), erhält man die Lösung, welhe die Vertei-
lungsfunktion vor dem Stoÿ mit der Verteilungsfunktion hinter dem Stoÿ zueinander in
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Beziehung setzt
f2(p) = ap
−a
p∫
0
p′a−1f1(p′)dp′ + bp−a. (3.43)
Der erste Term kann als das Teilhenspektrum betrahtet werden, bei dem Teilhen vom
Vor- und Hinterland in den Stoÿ advektiert und dort beshleunigt werden. Der zweite
Term (b ist beliebige Integrationskonstante) symbolisiert die Injektion von Teilhen aus
dem thermishen Hintergrund in den Beshleunigungsprozess. Betrahtet man nun nur
den ersten Term, zeigt sih, dass sih für jene Teilhen die durh die Stoÿfront advek-
tieren, die Verteilungsfunktion im Hinterland als Potenzfunktion gefaltet mit dem Teil-
henspektrum im Vorland des Stoÿes ergibt. Maÿgeblih hierbei ist, wenn das upstream-
Spektrum aher als eine Potenzfunktion mit Index a ist, hat das downstream- Spektrum
bei hohen Impulsen eine Potenzfunktion mit Index a unabhängig von der genauen Form
des Spektrums im Vorland des Stoÿes. Weiters zeigt sih auh, dass Stöÿe mit speziellen
Adiabatenindizes γ, sodass sih das Kompressionsverhältnis r shreibt zu
r =
γ + 1
γ − 1 +M−2 , (3.44)
mit Stoÿmahzahl M und für den Standardfall eines starken Stoÿes in einem niht relati-
vistishen Plasma (γ = 5/3, M →∞), der Index a→ 4+ strebt. Dieses Ergebnis ist sehr
nahe an dem Index des beobahteten Spektrums der kosmishen Strahlung (vgl. Drury,
1983, aobs = 4.3).
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4 Vollständiges physikalishes
Gleihungssystem
Die Erhaltungsgleihungen aus Kapitel 2.4.1 bilden zusammen mit der Transportgleihung
aus Kapitel 3.2 ein vollständiges Gleihungssystem, welhes nun numerish gelöst werden
kann. Weiters wird im Rahmen dieser Arbeit die Gravitation vernahlässigt, womit sih
die Gleihungen 2.42 und 2.43 anshreiben lassen zu
∂ρ
∂t
+ ~∇ · (ρu) = 0 (4.1)
und
∂
∂t
(ρ~u) + ~∇ · (ρ~u⊗ ~u) + ~∇Pges = 0. (4.2)
Da die Energiegleihung die Erhaltung der Gesamtenergie beshreibt, stellt es sih als
günstig heraus, 2.44 in die jeweiligen beteiligten Energien zu unterteilen. Einerseits be-
steht in dem jeweiligen Volumenelement die Gasenergie und andererseits auh die Energie
der kosmishen Strahlung. Die Gasenergie shreibt sih allgemein zu (vgl. Dor & Breit-
shwerdt, 2012)
∂eg
∂t
+ ~∇ · (eg~u) + Pg ~∇ · ~u = Γ− Λ, (4.3)
wobei eg der Energiedihte, Pg dem Gasdruk und Γ bzw. Λ der Heiz- bzw. Kühlrate
entspriht.
Die Energie der kosmishen Strahlung ist über einen Adiabaten-Exponent γc mit dem
Strahlungsdruk folgendermaÿen verknüpft
Pc = (γc − 1) ec. (4.4)
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Der Strahlungsdruk der kosmishen Strahlung ist gegeben durh ein Moment der Vertei-
lungsfunktion (vgl. Drury, 1983)
Pc =
4π
3
∞∫
0
p3vf(p)dp (4.5)
und die Energiedihte
ec = 4π
∞∫
0
p2T (p)f(p)dp, (4.6)
wobei T (p) der kinetishen Energie der Teilhen entspriht.
Abshlieÿend wird nun noh eine Gleihung benötigt, welhe die thermodynamishen
Bezugsgröÿen des Fluids (Druk p, Volumen V ) miteinander in Beziehung setzt. Diese
Eigenshaft wird durh die Zustandsgleihung für ideale Gase erfüllt:
pV = nRT, (4.7)
wobei n der Molzahl, R der universellen Gaskonstante und T der Temperatur entspriht.
Gleihung 4.7 kann auh mit Hilfe des Adiabatenindex γ beshrieben werden
p = e(γ − 1). (4.8)
Da die Verteilungsfunktion der kosmishen Strahlung voraussihtlih einem Potenzge-
setz mit Exponent −4 entspriht (siehe Abshnitt 3.3), erweist es sih als günstig, eine
neue, impulsabhängige Variable g(p) einzuführen
g := p4f (4.9)
und verwendet zusätzlih
y := ln(p) und z :=
p
mP c
=
ey
mP c
. (4.10)
Mit Hilfe dieser Denitionen lässt sih Gleihung 3.30 umshreiben zu
∂g
∂t
+ ~∇ · (~ug)− 1
3
[
∂g
∂y
− g
]
~∇ · ~u− ~∇ ·
(
κ ~∇g
)
= 0. (4.11)
Shlieÿlih ist das Gleihungssystem zur Beshreibung des Problems vollständig be-
stimmt und hat folgende Form
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∂ρ
∂t
+ ~∇ · (ρu) = 0 (4.12)
∂
∂t
(ρ~u) + ~∇ · (ρ~u⊗ ~u) + ~∇ (Pg + Pc) = 0 (4.13)
∂eg
∂t
+ ~∇ · (eg~u) + Pg ~∇ · ~u = Γ− Λ (4.14)
∂g
∂t
+ ~∇ · (~ug)− 1
3
[
∂g
∂y
− g
]
~∇ · ~u− ~∇ ·
(
κ ~∇g
)
= 0 (4.15)
eg(γ − 1) = Pg (4.16)
4π
3
∞∫
y1
z√
1 + z2
gdy = Pc (4.17)
4π
∞∫
y1
[√
1 + z2 − 1
] g
z
dy = ec. (4.18)
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5 Numerishe Methodik
Da es niht möglih ist, innitesimal kleine Änderungen numerish zu berehnen, müs-
sen vershiedene Überlegungen getroen werden, um eine bestmöglihe Beshreibung des
Problems zu gewährleisten. Wesentlih ist hierbei die Wahl des Gitters, welhes den phy-
sikalishen Raum abdekt. Die folgenden Ausführungen in diesem Kapitel rihten sih im
Wesentlihen nah Dor et al. (2006) bzw. Dor & Drury (1987).
Wie bereits in Abshnitt 1.2.1 gezeigt wurde, ist die Strömungsgeshwindigkeit in ei-
nem galaktishen Wind immer normal auf die Grundähe des Volumenelements. Dies
bedeutet also, dass es sih bei der Modellierung eines galaktishen Windes um ein eindi-
mensionales Problem handelt. Allerdings ist die Strömungsgeshwindigkeit innerhalb der
Flussröhre niht konstant und es ist auh sehr wahrsheinlih, dass Unstetigkeiten, wie
beispielsweise Stoÿfronten, innerhalb des Simulationsraumes auftreten werden. Um das
Problem adäquat beshreiben zu können, müssen also einige Dinge berüksihtigt wer-
den, welhe im Laufe dieses Kapitels noh näher erörtert werden. Grundsätzlih ist für
die Beshreibung eines eindimensionalen Problems die Gitterstruktur trivial. Daher wird
der physikalishe Raum inN−1 Flussröhren-Volumenelemente (Abb. 1.12)mitN radialen
Gitterpunkten unterteilt. Es wird weiterhin angenommen, dass die physikalishen Erhal-
tungsgröÿen (Masse, Energie, et.) innerhalb eines Volumenelements konstant bleiben.
Somit erweist es sih als günstig, die skalaren Gröÿen, wie beispielsweise die Masse, auf
ein zu den vektoriellen Gröÿen, wie beispielsweise die Geshwindigkeit, versetztes Gitter
zu legen. Shematish ist dies in Abbildung 5.1 dargestellt.
49
5.1. EXPLIZITE VS IMPLIZITE VERFAHREN
Vi+2 Vi+1 Vi Vi−1
Si+3/2 Si+1/2 Si−1/2
IN i-th cell OUT
vectors
scalars
Abbildung 5.1: Vektorielle Gröÿen wie Geshwindigkeit und Radius sind von den skalaren Gröÿen wie
Dihte, Energie, et. getrennt und versetzt angeordnet.
5.1 Explizite VS implizite Verfahren
Typisherweise werden zwei Verfahren zur Lösung eines zeitabhängigen Systems von Dif-
ferentialgleihungen untershieden (vgl. Leheler, 2009; LeVeque, 2002)
• explizite Verfahren und
• implizite Verfahren.
Dabei untersheiden sih diese beiden Verfahren darin, wie die Lösung zum neuen Zeit-
shritt berehnet wird. Bei expliziten Verfahren wird die neue Lösung aus den alten Lö-
sungen berehnet, während bei impliziten Verfahren die neue Lösung implizit in der Glei-
hung enthalten ist (siehe Abb. 5.2). So ein Verfahren verwendet also die alten und neuen
Lösungen zur Bestimmung des Problems.
Will man einen Lösungsvektor x am iten Gitterpunkt zum neuen Zeitpunkt nah dem
expliziten Verfahren bestimmen, shreibt man daher
xt+1 − xt
δt
= F (x)t. (5.1)
Und somit ergibt sih die Lösung zu
xt+1 = xt + δtF (x)t. (5.2)
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δt
δx
t
t + 1
i− 1 i i+ 1
explicit
δt
δx
i− 1 i i+ 1
implicit
Abbildung 5.2: Shematishe Darstellung von explizitem und implizitem Verfahren
Es ist leiht zu sehen, dass die Lösung einfah einer Extrapolation von den alten zu den
neuen Zeitshritten entspriht, demnah ist dieses Verfahren sehr stark von der Shritt-
weite δt abhängig. Beim expliziten Verfahren existiert immer ein maximaler Zeitshritt δt,
welher durh die Courant-Friedrihs-Levy (CFL)-Bedingung gegeben ist (vgl. LeVeque,
2002).
Implizite Verfahren lösen hingegen das Gleihungssystem mit Hilfe der Lösungen aus
den alten und neuen Zeitshritten. Formal bedeutet dies
xt+1 − xt
δt
= F (xt+1, xt). (5.3)
Normalerweise sind solhe Systeme niht linear und können daher niht explizit gelöst
werden. Jedoh kann die Lösung mittels eines Iterationsverfahrens (z.B. Newton-Raphson
Verfahren) angenähert werden. Allerdings muss dafür das gesamte Gleihungssystem zum
alten Zeitpunkt bekannt sein (Anfangsmodell). Für ein System mit N Stützstellen und
M Variablen lässt sih ein Gleihungssystem für eine beliebige Stützstelle i daher folgen-
dermaÿen darstellen
Gm,i(X t) = 0 m ∈ [1,M ] . (5.4)
Gm,i entspriht somit einem Gleihungssystem vonM Gleihungen an der Stützstelle i und
X
t
beshreibt ein Set von Variablen zum alten Zeitpunkt. Damit ergibt sih insgesamt
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ein Gleihungssystem mit N ×M Gleihungen G. Natürlih muss diese Bedingung auh
für alle neuen Zeiten erfüllt sein, daher shreibt man
Gm,i(X t+1) = 0 m ∈ [1,M ] . (5.5)
Da es sih hier um ein niht lineares Gleihungssystem handelt, kann man hier keine
explizite Lösung nden, jedoh kann eine Lösung durh Entwiklung in eine Taylorreihe
approximiert werden. Für ein Verfahren erster Ordnung und für jede Stützstelle i shreibt
sih dies daher zu
Gm,i(X t+1) = Gm,i(X t) + ∂Gm,i(X
t)
∂X ti︸ ︷︷ ︸
J
(
X t+1i −X ti
)
= 0. (5.6)
Die Ableitung entspriht hier einem Element der Jaobimatrix, womit die Jaobimatrix
demnah eine (N ·M ×N ·M)Matrix darstellt. Nah Invertierung der Matrix kann somit
eine Lösung zum neuen Zeitpunkt t+1 für jeden Gitterpunkt i aus Gleihung 5.6 berehnet
werden. Formal bedeutet dies:
δX i = −J −1mi Gm,i(X t) (5.7)
mit δX i = X
t+1
i − X ti. Für eine detaillierte Struktur der Jaobimatrix siehe Steiner
(2012). Da hier nur mit der ersten Ordnung approximiert wurde, ist diese Lösung natürlih
noh ungenau. Allerdings kann die Lösung nun mit Hilfe eines Iterationsverfahrens (hier
Newton-Raphson) verbessert werden. Dabei wird die Prozedur so oft wiederholt, bis eine
bestimmte Genauigkeit ǫ erreiht wird (Details siehe LeVeque, 2002). Formal bedeutet
dies
min
( |δXm,i|
|Xm,i + ηm,i |
)
≤ ǫ. (5.8)
Der Wert ηm,i wird dazu verwendet, um eine Division durh 0 zu vermeiden, fallsXm,i = 0.
Natürlih muss darauf geahtet werden, dass ηm,i ≪Xm,i gilt.
5.2 Donor-Cell Shema
Gleihungen wie die hydrodynamishen Gleihungen und die Transportgleihung der kos-
mishen Strahlung sind Erhaltungsgleihungen (siehe Kapitel 2 und Abshnitt 3.2), d.h.,
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die Quantität einer bestimmten physikalishen Gröÿe (Masse, Impuls, Energie, et.) bleibt
während eines physikalishen Prozesses erhalten. Betrahtet man beispielsweise den phy-
sikalishen Prozess eines strömenden Fluids und will dies in einem niten numerishen
Raum beshreiben, bedarf es spezieller Überlegungen, damit die Physik während der nu-
merishen Berehnung niht verletzt wird. Shematish ist dies in Abbildung 5.3 darge-
stellt.
q
x
q
x
q
x
t = t0 t = t1
Abbildung 5.3: Beim Fluss einer Erhaltungsgröÿe q von einer Zelle in die Nähste soll diese Gröÿe
erhalten bleiben.
Das einfahste Shema, welhes solh einen Fluss erhält, ist das Donor-Cell Shema oder
auh Donor-Cell Advektion. Die folgenden Ausführungen beziehen sih im Allgemeinen
auf LeVeque (2002). Der Grundgedanke besteht in der Annahme, dass die zu erhaltende
physikalishe Gröÿe innerhalb einer Zelle konstant ist. Betrahtet man nun einen Materi-
aluss Fi über eine Zellwand i mit Geshwindigkeit ui, so kann dieser, wenn ui < 0 von
rehts nah links, oder wenn ui > 0, von links nah rehts gerihtet sein. Weiters muss
gewährleistet sein, dass der Fluss während eines Zeitshrittes von tn 7→ tn+1 eine Zellen-
gröÿe niht übershreitet (CFL-Bedingung). Mit diesen Annahmen ist der Fluss über ein
Zelleninterfae konstant und lässt sih darstellen zu
Fi = q˜i ui, (5.9)
wobei q˜i einer skalaren Gröÿe (Masse, Energie, et.) entspriht und gleihbedeutend mit
der Nomenklatur des Staggered Grid (siehe Abb. 5.1 und 5.4) übereinstimmt, also q˜i =
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qi+1/2. Das bedeutet demnah, dass sih der Donor-Cell Interfae-Fluss shreibt zu
Fi =


q˜i ui wenn ui > 0
q˜i−1 ui wenn ui < 0,
(5.10)
wobei hier shon eine negative Zählrihtung von xN innen bis x1 auÿen berüksihtigt
wurde (Abb. 5.4). Je nahdem, ob ui > 0 oder ui < 0 ist, wird entweder die Gröÿe links
q˜i oder rehts von der Zellwand q˜i−1 zur Berehnung verwendet.
F−i F+i
i+ 1 i i− 1 i− 2
q˜i+1 q˜i q˜i−1
Abbildung 5.4: Die Erhaltungsgröÿen q˜i sind innerhalb einer Zelle konstant. Je nah Flieÿrihtung wird
entweder die Gröÿe der rehten oder der linken Seite der Zellwand zur Berehnung
verwendet.
Wie leiht ersihtlih ist, kann das Donor-Cell Shema ohne groÿen Aufwand implemen-
tiert werden. Es sei jedoh bemerkt, dass dieses Verfahren nur erster Ordnung und daher
sehr diusiv ist.
5.3 Gittergleihung
In galaktishen Winden muss man davon ausgehen, dass lokal beshränkte Systeme, wie
Stoÿwellen, auftreten können. Um dieses Problem ausreihend genau numerish zu be-
shreiben, muss daher eine relativ groÿe Anzahl von Gitterpunkten gewählt werden, um
auh die Auösung der Stoÿfront selbst zu gewährleisten. Für einen stationären Stoÿ kann
dies umgangen werden, wenn man eine gröÿere Anzahl von Gitterpunkten um den Bereih
des Stoÿes verteilt und eine Geringere dort, wo der Gradient konstant ist (Abb. 5.5). Im
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Normalfall liegt allerdings kein stationäres Problem vor und die Flussstruktur wird einer
ständigen Änderung unterzogen sein. Die Idee ist nun, dass sih die Dihte der Gitter-
punkte dort erhöht, wo groÿe Gradienten auftreten und dort verringert, wo die Gradienten
konstant sind. Ein Gitter mit dieser Eigenshaft wird als adaptives Gitter bezeihnet und
wird nah Dor & Drury (1987) folgendermaÿen beshrieben: Zu Beginn wird ein Gitter
mit den Stützstellen x1, ..., xN (N entspriht der Anzahl der Stützstellen) angenommen,
welhes abhängig von den physikalishen Gegebenheiten ist. Dabei wird von dem Gitter
verlangt, dass sih die Konzentration an Gitterpunkten dort erhöht, wo eine höhere Auf-
lösung zur Beshreibung des Problems gefordert wird und gleihzeitig dort verringert, wo
keine gröÿere Auösung zur Beshreibung des Problems notwendig ist.
f(x)
x
∆xlarge ∆xsmall
Abbildung 5.5: Die vorerst äquidistanten Stützstellen ∆x werden einerseits im Bereih der Stoÿfront
verkleinert und andererseits im Bereih von konstanten Gradienten verbreitert.
Angenommen n sei die aktuelle Verteilungsfunktion von Gitterpunkten (z.B. äquidi-
stant) und R sei die geforderte Verteilungsfunktion um das Problem bestmöglih zu
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beshreiben, dann sollte trivialer Weise ni proportional Ri (i bezeihnet den Index des
Gitterpunkts) sein
ni ∝ Ri. (5.11)
Unglükliherweise kann dieses Konzept niht direkt angewandt werden, da es zu Insta-
bilitäten kommen kann, falls sih n zu shnell ändert. Um dieses Problem zu umgehen,
ist ni nur über eine Reihe von Glättungsoperatoren proportional zu Ri, welhe moderate
Änderungen in ni gewährleisten. Die Verteilungsfunktion n wird daher folgendermaÿen
deniert
ni :=
lnat
xi+1 − xi , (5.12)
wobei lnat einer vom Problem abhängigen, natürlihen Längenskala entspriht. Die De-
nition der gewünshten Verteilungsfunktion R ist etwas komplizierter und Dor & Drury
(1987) beshreibt R als Bogenlänge einer Funktion f(x) (Abb. 5.5). Demnah nimmt Ri
folgende Form an
Ri =
√√√√1 + M∑
k=1
lnati
Fk
gk
∆fk,i
∆xi
, (5.13)
wobei fk,i := fk(xi) und ∆fk,i := fk,i+1 − fk,i entspriht. Weiters entspriht gk den erfor-
derlihen Gewihten der Funktionen fk und Fk entspriht wieder einer natürlihen Skala,
abhängig von fk.
Die Glättung kann nah folgendem Shema implementiert werden (vgl. Dor & Drury,
1987)
α
α + 1
≤ ni+1
ni
≤ α + 1
α
, (5.14)
wobei α der Steigkeit des Gitters entspriht. Benutzt man dieses Resultat und manipu-
liert das Ergebnis noh etwas (Steiner, 2012; LeVeque, 2002), kann die räumlihe Glättung
geshrieben werden zu
n˜i = ni − α (α + 1) (ni+1 − 2ni + ni−1) . (5.15)
Zusätzlih zur räumlihen muss auh noh eine zeitlihe Glättung berüksihtigt werden
nˆi = n˜i + τ
n˜i − n˜alti
δt
. (5.16)
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Dies bedeutet also, dass sih das Gitter bei Zeitshritten δt gröÿer als τ ändert, jedoh
nahezu unverändert bei Zeitshritten kleiner als τ bleibt. Die Wahl der Zeitskala τ hängt
vom betrahteten Problem ab, muss jedoh kleiner als die kleinste Zeitskala sein. Shlieÿ-
lih führen diese Überlegungen zu der endgültigen Form der Gittergleihung
nˆi−1
Ri−1
=
nˆi
Ri
. (5.17)
Die Randbedingungen für das Gitter müssen je nah Art des Problems deniert werden.
Sie können so gewählt werden, dass der innere xI und äuÿere xA Gitterpunkt x sind
(physikalisher Raum ist konstant), oder die inneren und äuÿeren Gitterpunkte variabel
(stationäres Problem, z.B. Stoÿ wird im inneren des Raumes zentriert gehalten) sind. Die
Randbedingungen für die Gittergleihung hingegen wählt man so, dass die Gradienten
der Verteilungsfunktion n am Rand des Gitters null sind. Formal bedeutet dies
innerer Rand xI :


xN = xI(t)
nN−2 = nN−1
, (5.18)
äuÿerer Rand xA :


x1 = xA(t)
n1 = n2
. (5.19)
5.4 Künstlihe Viskosität
In hydrodynamishen Systemen ersheinen Stoÿfronten als reine Diskontinuitäten, d.h.,
dass eine numerishe Berehnung im Bereih des Stoÿes niht mehr möglih ist. Daher
wird eine künstlihe Viskosität als Drukterm in die hydrodynamishen Gleihungen (Be-
wegungsgleihung, Energiegleihung) eingebraht. Die meistbenutzte Form dieses viskosen
Druks ist nah VonNeumann & Rihtmyer (1950) gegeben durh
q =


l2 ρ
(
∂u
∂r
)2 ∂u
∂r
< 0
0 sonst
, (5.20)
wobei hier l die Gröÿenordnung der Vershmierung des Stoÿes darstellt (Abb. 5.6).
Damit also der Stoÿ noh numerish berehenbar bleibt, muss l also die Gröÿenordnung
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der lokalen Gitterbreite aufweisen. Nah Tsharnuter & Winkler (1979) müssen demnah
folgende Bedingungen für eine künstlihe Viskosität gegeben sein:
• Stoÿfronten müssen auf die lokale Gitterbreite verbreitert werden.
• Expansionsgebiete müssen frei von künstliher Viskosität sein.
• Es dürfen keine Störungen durh den Übergang von Übershall-Strömung in den
hydrostatishen Bereih induziert werden.
• Eine homologe Kontraktion (z.B. wenn urel linear in r ist) muss ebenfalls von der
künstlihen Viskosität unbeeinträhtigt bleiben.
Es zeigt sih, dass es sih als günstig erweist, die rehte Seite von 5.20 in zwei Terme
l2 ρ
(
∂u
∂r
)
und
∂u
∂r
aufzuspalten. Wenn nun
∂u
∂r
einerseits als
~∇·~u und andererseits als ~nablau
identiziert wird, ist es möglih, eine Untersheidung des Gradienten und der Divergenz
des Geshwindigkeitsfeldes zu mahen. Der dementsprehende Viskositäts-Tensor lautet
daher (vgl. Tsharnuter & Winkler, 1979)
Q =


l2 ρ div (~u)
[(
~∇ ~u
)
− 1
3
~∇ · (~u~e)
]
~∇ · ~u < 0
0 sonst
(5.21)
Hier ist ~e der Einheitstensor. Der Vorteil dieser Darstellung ist, dass die künstlihe Vis-
kosität nur im Falle von Kompression (
~∇ · ~u < 0) in Kraft tritt. D.h., dass die Viskosität
über eine breite Übergangszone, in der
~∇ · ~u < 0 und ∂u/∂r > 0 gilt, langsam ansteigt.
Da die komplette Herleitung den Rahmen dieser Arbeit sprengen würde, wurde auf eine
weitere Behandlung und Diskretisierung des Tensors, angewandt auf eine Flussröhrengeo-
metrie verzihtet, und im Weiteren werden die Viskositätsterme nur mehr als spezisher
Drukterm q angeführt.
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uinuout
ρ1
ρ2 > ρ1
physical shock artificial shock
l
uinuout
Abbildung 5.6: Der physikalish sharfe Stoÿ wird mit Hilfe des Viskositätstensors künstlih ver-
shmiert. Hierbei ist es wihtig, dass l in der Gröÿenordnung der lokalen Gitterbreite
gewählt wird.
5.5 Diskretisierung
Da es im Allgemeinen keine Lösungen für die Erhaltungsgleihungen aus Kapitel 4 gibt
und numerish partielle Ableitungen nur als endlihe Dierenzen dargestellt werden kön-
nen, muss das Gleihungssystem 4.18 diskretisiert werden. Dazu ist es wihtig, dass alle
Gleihungen des Gleihungssystems in Erhaltungsform bzw. Integralform dargestellt wer-
den, um die Advektionsprozesse von einer Zelle in die nähste adäquat beshreiben zu
können. Formal erhält man also einen Volumsterm und einen Advektionsterm
∂
∂t
∫
V
Q(x, t) dV
︸ ︷︷ ︸
V olumsterm
−
∮
S
~F(x, t) d~S
︸ ︷︷ ︸
Advektionsterm
= 0, (5.22)
wobei Q(x, t) einer skalaren Funktion und F(x, t) der korrespondierenden Flussfunktion
entspriht. Damit die physikalishe Gröÿe erhalten bleibt, muss also die zeitlihe Änderung
von Q in einem Volumen dV demnah gleih groÿ wie der Fluss F durh die Zellwand des
Volumens dV sein.
Die Diskretisierung des Volumenterms wurde folgendermaÿen gewählt
∂
∂t
∫
V
QdV ≈
δ
∫
V
QdV
δt
=
1
δt



∫
V
QdV

n+1 −

∫
V
QdV

n

 , (5.23)
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wobei n+1 bzw. n den neuen bzw. alten Zeitpunkt beshreibt. Das verbleibende Integral
muss nun wiederum weiter diskretisiert werden. Es sei angemerkt, dass das Integrations-
volumen sih für jede Gitterzelle ändert (Flussröhrengeometrie)∫
V
QdV ≈ Qi δVi. (5.24)
Mit den Annahmen aus Abshnitt 1.2.1 ist das Volumenelement eindeutig bestimmt und
hat die Form
δVi :=
zi−1∫
zi
A0
(
1 +
z2
Z20
)
= A0
(
∆zi +
∆z3i
3Z20
)
. (5.25)
Daher shreibt sih die endgültige diskrete Form des Volumenterms zu
∂
∂t
∫
V
QdV ≈ 1
δt
[
Qn+1i δV
n+1
i −Qni δV ni
]
(5.26)
Die Diskretisierung des Advektionsterms geht nun nah dem gleihen Prinzip vor
∮
S
~F d~S ≈ Fi−1dSi−1 − FidSi, (5.27)
wobei das Flähenelement der Zellwand für den Gitterpunkt i folgendermaÿen deniert
ist
δSi = A0
(
1 +
z2i
Z20
)
. (5.28)
Diese Ergebnisse werden nun im Zuge der Diskretisierung der physikalishen Gleihungen
verwendet.
5.5.1 Kontinuitätsgleihung
Die Kontinuitätsgleihung ist die am Einfahsten zu diskretisierende Gleihung, da sie nur
aus zwei Termen besteht
∂ρ
∂t
+ ~∇ (ρ~u) = 0. (5.29)
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In Integralform shreibt sih 5.29 zu∫
V
∂ρ
∂t
dV +
∫
V
~∇ (ρ~u) dV = 0, (5.30)
bzw. mit Hilfe des Gauÿ'shen Integralsatzes
∂
∂t
∫
V
ρdV +
∮
O
ρ~u · d~f = 0, (5.31)
und shlieÿlih in diskreter Form
δ
δt
(ρ δV ) + δF = 0. (5.32)
Hierbei ist zu beahten, dass die Flüsse Fi bzw. die Volumenelemente δVi, jeweils auf
die Flussröhrengeometrie aus dem vorigen Abshnitt bezogen sind. Da die Flüsse Fi eine
Funktion der Geshwindigkeit ui sind, ist weiters zu beahten, dass sih auh die Gitter-
punkte aufgrund des adaptiven Gitters (siehe Abshnitt 5.3) mit einer Geshwindigkeit
ugrid gegenüber dem Fluid bewegen. Daher muss die Relativgeshwindigkeit urel aus Gas-
und Gridgeshwindigkeit betrahtet werden
ureli = uGi − ugridi (5.33)
mit der Gittergeshwindigkeit
ugridi =
xt+1i − xti
∆ t
. (5.34)
Unter Anwendung des Donor-Cell Verfahrens shreibt sih der Dihteuss über die Zell-
wand der i-ten Zelle zu
Fi = ρ˜i ureli (5.35)
mit
ρ˜i = α ρi−1 + (1− α) ρi α =


1 ureli < 0
0 sonst
. (5.36)
Ist also die Relativgeshwindigkeit positiv, bedeutet das, dass die Strömung von rehts
nah links läuft und damit die Dihte der Zelle mit Index i − 1 einströmt. Andernfalls,
wenn die Strömung von rehts nah links läuft, ist die Dihte mit dem Index i maÿgeblih.
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Somit ergibt sih die diskrete Form der Kontinuitätsgleihung zu
(
ρn+1i δV
n+1
i − ρti δV ti
)
+
[
ρ˜n+1i−1 u
n+1
reli−1
dSn+1i−1 − ρ˜in+1 un+1reli δSn+1i
]
δt = 0. (5.37)
Da ein implizites Verfahren angewandt wird, wird der Index n+ 1 in Zukunft niht mehr
verwendet.
5.5.2 Bewegungsgleihung
Die allgemeine Form der Bewegungsgleihung oder Impulserhaltungsgleihung, inklusive
viskosem Druk (siehe Abshnitt 5.4), lautet
∂ (ρ~u)
∂t
+ ~∇ · [~u⊗ (ρ~u)] + ~∇ (PG + PC + q) = 0. (5.38)
Der Ausdruk (ρ~u) bezeihnet hierbei den Gasimpuls und wird daher im Folgenden mit
(ρ~uGas) bezeihnet. Integration über das Volumen zeigt, dass anders als bei der Kontinui-
tätsgleihung, hier ein Volumenterm und zwei Advektionsterme vorliegen
∂
∂t
∫
V
(ρ~uGas) dV +
∮
O
~urel ⊗ (ρ~uGas) d~f +
∮
O
~∇ (PG + PC + q) d~f = 0. (5.39)
Unter neuerliher Anwendung des Donor-Cell Shemas ergibt sih die diskrete Form von
5.38 zu
ρi−1uGasi−1 δVi−1 − ρiuGasi δVi+
δt
[
ureli−1 · ρ˜i−1u˜Gasi−1 δSi−1 − ureli · ρ˜iu˜Gasi δSi
]
+
δt δSi−1
[
PGi−1 − PGi + PCi−1 − PCi + qi−1 − qi
]−
δt δSi
[
PGi − PGi+1 + PCi − PCi+1 + qi − qi+1
]
= 0,
(5.40)
wobei ρ˜ der advektierten Dihte aus dem Donor-Cell Shema und δS bzw. δV dem Fluss-
röhren Flähen- bzw. Volumselement entsprehen.
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5.5.3 Energiegleihung
Da, wie bereits in Kapitel 4 behandelt wurde, die Energie der kosmishen Strahlung
separat über die Verteilungsfunktion berehnet wird, muss für die Energieerhaltung nur
die Gasenergie berüksihtigt werden. Allgemein lautet die Energieerhaltung für ein Gas
(vgl. 4.3)
∂eg
∂t
+ ~∇ · (eg~u) + Pg ~∇ · ~u = Γ− Λ.
Zu beahten ist allerdings, dass die Beziehung zwishen Gasdruk Pg und Energiedihte
eg über die Zustandsgleihung 4.8 gegeben ist. In Integralform ergibt sih
∂
∂t
∫
V
eg dV +
∮
S
(eg~urel) · d~S + Pg
∮
S
~uGas · d~S −
∫
V
(Γ− Λ) dV = 0. (5.41)
Diskretisiert shreibt sih die Energieerhaltung demnah zu
(
egiδVi − engiδV ni
)
+
δt
(
egi−1ureli−1dSi−1 − egiureliδSi
)
+
δtPgi
(
uGasi−1dSi−1 − uGasiδSi
)
+
δt (Γi − Λi) δVi = 0.
(5.42)
5.5.4 CR-Erhaltungsgleihung
Wie in Kapitel 4 bereits beshrieben, ist ein Potenzgesetz mit Index −4 für die Lösung
der Erhaltungsgleihung zu erwarten. Weiters muss der Diusionskoezient κ aus Glei-
hung 3.30 einer genaueren Analyse unterzogen werden. Grundsätzlih setzt die genaue
Berehnung von κ vollständige Kenntnis über die Alfvén-Wellenstruktur voraus. Da dies
sehr komplexe Abhängigkeiten in den Erhaltungsgleihungen implizieren würde, wird κ
durh einen, rein von Impuls und Dihte abhängigen, Diusionskoezienten χ = f(y, ρ)
ersetzt. Nah Falle & Giddings (1987) bzw. Dor & Drury (1985) kann angenommen wer-
den, dass χ nur vom Teilhenimpuls und der Gasdihte abhängt, womit zumindest die
Variation von χ durh Welleneinüsse im Vor- und im Hinterland des Stoÿes simuliert
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werden kann. Da aber die Impulsabhängigkeit von χ auh niht vollständig bekannt ist,
wird der Einfahheit halber angenommen, dass χ sih proportional mit dem Impuls än-
dert und diese Proportionalität, sowohl für relativistishe als auh niht relativistishe
Teilhen, gleih groÿ ist. Formal bedeutet dies
χ := χ0
(
ρ1
ρ
) (
p
p1
)a
(5.43)
und mit Hilfe der Denition für den Teilhenimpuls aus Kapitel 4 shreibt sih χ demnah
zu
χ := χ0
ρ1
ρ
e(y−y1)a, (5.44)
wobei ρ1 der Dihte des ungestörten Mediums im Vorland, p1 dem minimalen Impuls der
Teilhen bzw. dem Impuls bei Injektion und a einem Skalierungsindex entspriht. Die
Dihteabhängigkeit wurde gewählt, um Shallwelleninstabilitäten zu verhindern. Ein be-
sonderes Augenmerk bei dieser Denition des Diusionskoezienten sollte auf den Wert
χ0 gelegt werden, da dieser sehr stark von der Breite der Computational Domain, der Stoÿ-
breite und der Stoÿgeshwindigkeit abhängt. Die harakteristishe Disionslängenskala
ist hierbei folgendermaÿen deniert
ldiff =
χ
ushock
. (5.45)
Somit muss einerseits ldiff ≫ lSto (mit Stoÿbreite lSto) und andererseits die Länge der
Computational-Domain lDomain = xout−xin ≪ ldiff (mit äuÿerem Rand xout und innerem
Rand xin) sein, um Einüsse durh die Randbedingung zu vermeiden. Durh die Impul-
sabhängigkeit von χ sind hier besonders Diusionskoezienten bei groÿen Impulsen zu
beahten.
Mit Hilfe dieser Denitionen kann Gleihung 3.30 folgendermaÿen dargestellt werden
∂g
∂t
+ ~∇ (~ug)︸ ︷︷ ︸
1©
= ~∇
(
χ ~∇g
)
︸ ︷︷ ︸
2©
+
1
3
[
∂g
∂y
− g
]
~∇ · ~u︸ ︷︷ ︸
3©
. (5.46)
Die Diskretisierung von Gleihung 5.46 erweist sih als übersihtliher, wenn jeder der
Terme
1©, 2© und 3© getrennt behandelt wird. Man sieht beispielsweise sofort, dass Term
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1© genau der Kontinuitätsgleihung entspriht, d.h. sih genau nah dem gleihen Shema
wie in 5.5.1 behandeln lässt. In Integralform shreibt sih Term
1© daher zu
∂
∂t
∫
V
g dV +
∮
O
g~u · d~f = ... . (5.47)
Unter Berüksihtigung des Donor-Cell Shemas shreibt sih die diskrete Form von 5.47
zu
[
gt+1i δV
t+1 − gti δV t
]
+
[
g˜t+1i u
t+1
reli
δSi − g˜t+1i+1 ut+1reli+1δSi+1
]
δt = ... . (5.48)
Der Diusionsterm (Term
2©) wird in Integralform dargestellt zu
− ∂t
∫
V
~∇
(
χ~∇g
)
dV = −∂t
∮
O
χ~∇g · d~f = ... , (5.49)
und somit folgt für Term
2© in diskreter Shreibweise
− δt
[
χi,j
gi−1,j − gi,j
xi−1 − xi · δSi − χi+1,j
gi,j − gi+1,j
xi − xi+1 · δSi+1
]
. (5.50)
Für die adiabate Beshleunigung (Term
3©) muss shlieÿlih nur noh ein Divergenzterm
berüksihtigt werden, da im Rahmen der numerishen Näherung (Gröÿen innerhalb eines
Volumenelements konstant) der Gradient ∂g/∂y vor das Integral gezogen werden kann
1
3
∫
V
[
∂g
∂y
− g
]
︸ ︷︷ ︸
u
~∇ · ~u︸ ︷︷ ︸
v′
dV ∼
∣∣∣∣∣∣∣
u =
[
∂g
∂y
− g
]
v′ = ~∇ · ~u
u = ∂
∂V
[
∂g
∂y
− g
]
= 0 v =
∮
S
~u · d~S
∣∣∣∣∣∣∣
∼1
3

(∂g
∂y
− g
) ∮
S
~u · d~S − 0

 .
Somit kann Term
3© näherungsweise folgendermaÿen dargestellt werden
− δt1
3
(
∂g
∂y
− g
) ∮
S
~u · d~S = ... , (5.51)
sowie diskret
− δt1
3
(
gi,j+1 − gi,j
yj+1 − yj − gi,j
)[
uGasidSi − uGasi+1dSi+1
]
= ... . (5.52)
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Fasst man nun 5.48, 5.50 und 5.52 zusammen, ergibt sih shlieÿlih die diskrete Form
der Erhaltungsgleihung für kosmishe Strahlung
[
gt+1i δV
t+1 − gti δV t
]
+
[
g˜t+1i−1 u
t+1
reli−1
δSi−1 − g˜t+1i ut+1reliδSi
]
δt −
δt
[
χi−1,j
gi−1,j − gi,j
xi−1 − xi · δSi−1 − χi,j
gi,j − gi+1,j
xi − xi+1 · δSi
]
− (5.53)
δt
1
3
(
gi,j+1 − gi,j
yj+1 − yj − gi,j
)
[uGasi−1dSi−1 − uGasidSi] = 0.
5.5.5 CR Druk und Energie
Die Diskretisierung des kosmishen Strahlungsdrukes bzw. der Energie ist im Vergleih zu
den vorher behandelten Erhaltungsgleihungen trivial, da sowohl Druk als auh Energie
direkt aus der Verteilungsfunktion folgen
PC =
4πc
3
∞∫
y1
z√
1 + z2
g dy, (5.54)
EC = 4πc
∞∫
y1
(√
1 + z2 − 1
) g
z
dy, (5.55)
mit z = ey/mpc.
Es gibt eine Reihe von Möglihkeiten, eine numerishe Integration durhzuführen. Eine
sehr einfah zu implementierende Methode, welhe ausreihend genaue Ergebnisse liefert,
ist die Integration mittels der Trapezregel. Hierbei wird die zu integrierende Funktion
mittels Geradenstüken angenähert und die Flähe unter der Kurve berehnet. Diskret
bedeutet dies
PCi ∼
4πc
3
2∑
k=NC
yk+1 − yk
2

 zk−1√
1 + z2k−1
gi,k−1 +
zk√
1 + z2k
gi,k

 , (5.56)
ECi ∼ 4πc
2∑
k=NC
yk+1 − yk
2
[(√
1 + z2k−1 − 1
) gi,k−1
zk−1
+
(√
1 + z2k − 1
)
gi,k
zk
]
.(5.57)
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NC entspriht dabei der Anzahl der Stützstellen im Impulsraum. Es sei auh angemerkt,
dass die Stützstellen bei diesem Verfahren niht gleihverteilt sein müssen.
5.6 Randbedingungen
Randbedingungen sind ein notwendiges Kriterium, um das Gleihungssystem auh am
Rand des Simulationsraumes zu bestimmen. Grundsätzlih ist eine Vielzahl vershiede-
ner Randbedingungen (je nah physikalishen Gegebenheiten) möglih, jedoh werden für
diese Arbeit nur zwei vershiedenen RB's benötigt:
• xe Randbedingungen (für die Erstellung des Anfangsmodells) und
• Randbedingungen bei denen der Gradient der Gröÿen Null wird.
Betrahtet man also ein Gleihungssystem mit j Gleihungen und einen Simulations-
raum mit N Gitterpunkten, ergeben sih die Randbedingungen für die physikalishen
Gröÿen XN,j oder X1,j zu
xe Randbed.


innerer Rand (i = N)→ XN,j = Xin,j
äuÿerer Rand (i = 1)→ X1,j = Xout,j
(5.58)
konst. Gradienten


innerer Rand (i = N)→ XN,j = XN−1,j
äuÿerer Rand (i = 1)→ X1,j = X2,j
, (5.59)
wobei Xin,j und Xout,j jeweils x gewählte Parameter sind.
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6 Anfangsmodelle
Anfangsmodelle sind bei impliziten Verfahren von besonderer Bedeutung, da stes ge-
währleistet sein muss, dass sie auh eine Lösung des Problems darstellen. Im Falle dieser
Arbeit war die Erstellung eines korrekten Anfangsmodells relativ trivial, da Einuss-
faktoren, wie beispielsweise Gravitation oder Temperatur Fluktuationen, vernahlässigt
wurden und somit von einer konstanten Strömung über den Simulationsraum ausgegangen
werden konnte. Mit Hilfe dieses konstanten Anfangsmodells wurde zuerst ein rein hydro-
dynamisher Stoÿ erzeugt (reektierende Wand), welher anshlieÿend in der Mitte des
Simulationsraumes zentriert wurde (mitbewegte Box). Abshlieÿend werden hohenerge-
tishe Teilhen in den Simulationsraum eingebraht (kosmishe Strahlung). Es sei darauf
hingewiesen, dass diese Anfangsmodelle gewählt wurden, um die analytishe Lösung der
Verteilungsfunktion (vgl. 3.3) reproduzieren zu können. Für reale Systeme sind natürlih
andere Anfangsmodelle notwendig.
6.1 Reektierende Wand
Zur Erstellung des hydrodynamishen Stoÿes wurde eine Strömung mit konstanter Dih-
te, konstanter Temperatur und konstantem Druk mit konstanter Geshwindigkeit gegen
eine reektierende Wand gebraht. Denitionsgemäÿ kann über diese Wand kein Medium
ausströmen, was bedeutet, dass die Strömungsgeshwindigkeit (und somit auh alle Flüs-
se) über den Rand Null sein muss. Somit wird sih immer mehr Material an der Wand
anlagern und eine Stoÿwelle von der Wand, entgegen der Strömungsrihtung, treiben. Die
Randbedingungen in diesem Fall lauten daher:
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• UINBC = 0, UOUBC = U0 (xe Randbedingung) und
• der Gradient der anderen Gröÿen X = {ρ, PG, PC , EC , E} vershwindet am In-
nenrand, d.h.
~∇X = 0. Am Auÿenrand herrsht allerdings ein konstanter Inow.
Demnah werden dort die Randwerte immer wieder auf den Wert der ungestörten,
einströmenden Materie gesetzt.
Formal bedeutet dies:
innere Randbedingung


Gj = XN,j −XN−1,j
Gu = uN
(6.1)
äuÿere Randbedingung


Gj = X1,j − Cj
Gu = u1 − Cu
(6.2)
Per Denition ist Gj = 0. Somit ist die Vorgabe von ~∇Xj = 0 und uN = 0 in obiger
Formulierung der Randbedingungen erfüllt.
6.2 Mitbewegte Box
Hat sih nah einiger Zeit der Stoÿ aufgebaut und ist annähernd in der Mitte des Si-
mulationsraumes angekommen, muss auf eine Randbedingung umgestellt werden, die die
radialen Randpunkte mit der Geshwindigkeit des Stoÿes mitbewegt, um den Stoÿ über
einen längeren Zeitraum stabil im Zentrum der Box zu halten. Dabei muss natürlih
die Stoÿgeshwindigkeit bekannt sein. Um die Stoÿgeshwindigkeit zu ermitteln, muss
zuerst die Stoÿposition bestimmt werden. Die eindeutig günstigste Methode stellt hier-
bei die Positionsbestimmung über die künstlihe Viskosität dar, da diese nur im Falle
einer Kompression (
~nabla · ~u) in Kraft tritt (vgl. Abshnitt 5.4). Um niht in Konikt
mit dem impliziten Verfahren zu kommen, wurden nur die alten Zeitshritte zur Bereh-
nung verwendet, da sonst, bei Verwendung der aktuellen Zeitshritte, die Ableitungen
mitberüksihtigt werden müssten. Die volumsintegrierte Form der künstlihen Viskosität
errehnet sih dann aus der Divergenz des Geshwindigkeitsfeldes, multipliziert mit der
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Dihte (entspriht somit einer physikalishen Viskosität):
~q alt = ~∇ · ~u alt · ρ alt. (6.3)
Nun werden jeweils drei Stoÿpositionen gespeihert und so mit Hilfe des Zeitshrittes die
mittlere Geshwindigkeit der Stoÿfront ermittelt
u¯shock =
〈
xneuSto − xaltshok
∆talt
〉
. (6.4)
Um nun den Stoÿ zentriert zu halten, müssen also die äuÿeren radialen Randpunkte
jeweils um jenen Wert erhöht werden, um den sih der Stoÿ innerhalb eines Zeitshrittes
fortbewegt hat
∆xshock = u¯shock ·∆t. (6.5)
Damit ergibt sih als Randbedingung für die Gittergleihung
xN = xN +∆xshock innen
x1 = x1 +∆xshock auÿen
. (6.6)
Die Randbedingungen der anderen Gröÿen sind wie folgt:
innere Randbedingung: Gj = XN,j −XN−1,j (6.7)
äuÿere Randbedingung: Gj = X1,j − Cj . (6.8)
Wie also leiht ersihtlih ist, muss im Falle des stationären Stoÿes die xe innere Randbe-
dingung der Geshwindigkeit auf eine Randbedingung mit konstanten Gradienten gesetzt
werden.
6.3 Kosmishe Strahlung
Ist der hydrodynamishe Stoÿ shlieÿlih erzeugt und in der Mitte der Box stationär, wird
die kosmishe Strahlung zugeshaltet. Dazu ist es wiederum erforderlih, eine geeignete
Anfangsverteilungsfunktion zu bestimmen. Wie in Abshnitt 3.3 gezeigt, existiert eine
analytishe Lösung, die einer Exponentialfunktion mit Index ∼ 4 entspriht. Das bedeutet,
dass eine Anfangsverteilung mit Exponentialansatz am besten für eine Reproduktion der
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analytishen Lösung geeignet sein sollte. Weiters, da ein impliziter Code verwendet wird,
welher vom Anfangsmodell verlangt, dass es eine Lösung des Systems darstellt, darf das
Integral über die Verteilungsfunktion einen gewissen Shwellwert µ niht übershreiten.
Als Referenz wurde gewählt, dass der kosmishe Strahlungsdruk ein Hundertstel des
Gasdruks im Vorland (PC = µ ≤ PG/100) niht übershreiten darf. Mit der Annahme
des exponentiellen Wahstums der Verteilungsfunktion, ergibt sih folgender Ansatz
g = Ae−y. (6.9)
Für den kosmishen Strahlungsdruk bedeutet dies
PC =
4πc
3
ymax∫
ymin
z√
1 + z2
Ae−y dy. (6.10)
Unter Berüksihtigung des Shwellwerts µ erhält man die Bedingung
PC =
4πc
3
ymax∫
ymin
z√
1 + z2
Ae−y dy = µ ≤ PG
100
. (6.11)
Über einen eindimensionalen Simplex kann nun das Integral für eine bestimmte Konstante
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Abbildung 6.1: Vershiedene Anfangsverteilungen der kosmishen Stahlung, wobei a) der exponentiellen,
b) der linearen und ) der konstanten Anfangsverteilung entspriht.
A gelöst werden, sodass die Bedingung 6.11 erfüllt ist. Für eine Dihte ρ = 1.67 ·10−27 und
einer spezishen Energiedihte ǫG = 7·1013 im Vorland ergibt sih somit eine Anfangsver-
teilung wie in Abbildung 6.1a) dargestellt. Der Maximalwert der Verteilungsfunktion legt
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gleihzeitig auh die Randbedingung im Impulsraum fest. Hierbei wird davon ausgegan-
gen, dass Teilhen unterhalb 109 eV niht durh den Fermiprozess beshleunigt werden.
Teilhen mit kleineren Energien unterliegen mikrophysikalishen Prozessen (z.B. Beshleu-
nigung durh Variation im Magnetfeld), welhe niht Teil dieser Arbeit sind. Durh die
Festlegung eines xen Grenzwertes am unteren Ende des Impulsraums wird somit ein
Soure-Term impliziert, der eine bestimmte Verteilungsfunktion (Teilhenerzeugung mit
E = 109 eV ) vorgibt.
Um Vergleihswerte zu erhalten, wurden zusätzlih noh ein konstantes Anfangsmodell
mit
g = C (6.12)
und ein lineares Anfangsmodell nah
g = ky + d (6.13)
verwendet (siehe Abb. 6.1).
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7 Ergebnisse
In diesem Kapitel werden Ergebnisse der Testrehnungen, welhe sih mit der Reproduk-
tion der analytishen Lösung beshäftigen und ebenso Rehnungen, welhe eine Kopplung
der Hydrodynamik (Euler-Gleihungen) und der kosmishen Strahlung (Fokker-Plank-
Gleihung) berüksihtigen, behandelt. Bei den Simulationen im Testteilhenbild (keine
Kopplung von Hydrodynamik und CR) wurden einerseits Kalkulationen mit hydrodyna-
mishen Dummy-Gleihungen (also durh Vorgabe einer konstanten hydrodynamishen
Lösung der Kontinuitäts-, Impuls- und Energiegleihung) und andererseits physikalish
korrekte hydrodynamishe Gleihungen betrahtet. Diese Dierenzierung hat zur Folge,
dass im Falle einer Vernahlässigung der hydrodynamishen Gleihungen eine xe Stoÿ-
struktur erzeugt werden kann, welhe sih exakt (bis auf numerishe Ungenauigkeiten) mit
der analytishen Lösung vergleihen lässt. Wird hingegen ein numerisher Stoÿ betrah-
tet, kann dieser nur im Rahmen von numerishen Ungenauigkeiten (Stoÿbreite begrenzt
durh künstlihe Viskosität, Wallheating, et.) für die analytishe Lösung herangezogen
werden. Beide Fälle wurden im folgenden Abshnitt untersuht.
7.1 Testteilhenbild
Grundsätzlih dienen Simulationen im Testteilhenbild nur zur Überprüfung des nume-
rishen Setups. Kann die jeweilige analytishe Lösung reproduziert werden, ist demnah
die Physik des Systems numerish rihtig umgesetzt. Es sei jedoh erwähnt, dass diese
Simulationen kein physikalish korrektes Bild darstellen und demnah kein Interesse an
einer detaillierten Untersuhung im Testteilhenbild besteht, sondern vielmehr das Ver-
halten der Numerik (Trend zur analytishen Lösung bei Erhöhung der Punktdihte, et)
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analytisher Stoÿ
u1 = − 1.00 × 108, u2 = 0.00
ρ1 = 1.67 × 10−27, ρ2 = 6.63× 10−27
e1 = 7.00 × 1013, e2 = 5.00× 1015
xin = 3.08 × 1021, xout = 3.08× 1023
ymin = − 31.5, ymax = − 2.50
κ = 3.00 × 1029
Tabelle 7.1: Modellwerte für analytishen Stoÿ. Werte VOR dem Stoÿ haben Index 1, Werte im Hinter-
land haben Index 2. Alle Einheiten in CGS.
im Mittelpunkt steht.
Wie bereits in Abshnitt 3.3 bzw. nah Drury (1983) gezeigt wurde, existiertmindestens
eine exakte Lösung, falls sih die Teilhen der kosmishen Strahlung wie Testteilhen, d.h.
also ohne dynamishen Eekt auf das Gas, verhalten. Wird Teilheninjektion vernah-
lässigt, bzw. kein Soure-Term verwendet, verhält sih die Downstream-Verteilung f2 zur
Upstream-Verteilung f1 wie (vgl. 3.43)
f2(p) = ap
−a
p∫
0
p′a−1f1(p′)dp′. (7.1)
Wie bereits erwähnt, wurde für die Testrehnungen einerseits ein analytisher und an-
dererseits ein numerisher Stoÿ betrahtet. Das Anfangsmodell des analytishen Stoÿes
ist in Tabelle 7.1 dargestellt, diese Struktur blieb auh während der Simulation konstant.
Für den Fall eines numerishen Stoÿes wurde ein Anfangsmodell wie in Abshnitt 6.1
erstellt. Die Startwerte nden sih in Tabelle 7.1.
Mit den untershiedlihen Anfangsmodellen aus Kapitel 6 lassen sih somit die im
Folgenden dargestellten analytishen Lösungen bestimmen.
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numerisher Stoÿ
Startwerte für Stoÿerzeugung
u = - 1.00× 108
ρ = 1.67× 10−27
e = 7.00× 1013
xin = 3.08× 1021, xout = 3.08 × 1023
Nah Stoÿerzeugung
ymin = - 31.5, ymax = - 2.50
κ = 3.00× 1029
Tabelle 7.2: Modellwerte für numerishen Stoÿ. Werte VOR dem Stoÿ haben Index 1, Werte im Hinter-
land haben Index 2. Alle Einheiten in CGS.
7.1.1 Exponentialfunktion
Die Verteilungsfunktion zu Simulationsstart sei g1(y) = Ae
−y
. Mit den Transformationen
f = g/p4 und y = ln(p), lässt sih die Anfangsverteilung darstellen zu
g1(p) = A
1
p
. (7.2)
Einsetzen in 7.1 ergibt
f2(p) = ap
−a
p∫
0
(p′)a−1
g1(p
′)
(p′)4
dp′ = ap−aA
p∫
0
(p′)a−6dp′. (7.3)
Berüksihtigt man den Impulsbereih pmin bis pmax, ergibt sih die analytishe Lösung zu
f2(p) = A
a
a− 5 p
−a (pa−5max − pa−5min) . (7.4)
Testrehnungen mit untershiedlih hoher Anzahl von Punkten im Impulsraum ergaben
eine sehr gute Übereinstimmung zur analytishen Lösung, wie in Abbildung 7.1 b) und
c) ersihtlih. Aus Abb. 7.1 c) wird auh eine sehr gute Übereinstimmung im Bereih der
geringen Impulse, bei einer Punktdihte von 41 Punkten im Impulsraum (grüne Linie),
deutlih.
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Abbildung 7.1: In Abbildung a) ist die Verteilungsfunktion als Funktion von Raum und Impuls darge-
stellt. Abbildung b) zeigt den Vergleih mit der analytishen Lösung (blau punktiert).
Abbildung c) zeigt die Entwiklung der Genauigkeit mit steigender Punktdihte im Im-
pulsraum (grün: 41 Punkte, rot: 11 Punkte, blau: analytishe Lösung).
7.1.2 Lineare Anfangsverteilung
Wird eine lineare Anfangsverteilung angenommen sodass g = ky + d, ergibt sih die
Upstream-Verteilung g1(p) zu
g1(p) = k ln(p) + d. (7.5)
Einsetzen in 7.1 und ausmultiplizieren führt auf
f2(p) = ap
−a
pmax∫
pmin
(p′)a−5 (k ln(p′) + d) dp′ (7.6)
und Integration liefert shlieÿlih
f2(p) =
a
a− 4p
−a
{
k
[
pa−4max
(
ln(pmax)− 1
a− 4
)
− pa−4min
(
ln(pmin)− 1
a− 4
)]
(7.7)
+ d
(
pa−4max − pa−4min
)}
.
Im Vergleih zu Abbildung 7.1 ist in Abbildung 7.2 eine gröÿere Abweihung zur ana-
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Abbildung 7.2: Auh bei linearer Anfangsverteilung zeigt sih eine reht gute Übereinstimmung mit der
analytishen Lösung (Abb. b)). Die Genauigkeitsverbesserung fällt jedoh um einiges
geringer aus als bei exponentieller Anfangsverteilung (Abb. c)).
lytishen Lösung sihtbar. Jedoh ist auh hier ein Trend zur analytishen Lösung bei
Erhöhung der Punktzahl im Impulsraum erkennbar. Deutlih ist auh, dass bei einer Er-
höhung der Punktzahl im Impulsraum von 11 (rote Linie) auf 41 (grüne Linie) die Über-
einstimmung mit der analytishen Lösung (blaue Linie), erheblih shlehter ausfällt, als
bei Simulation mit exponentieller Anfangsverteilung.
7.1.3 Konstante Anfangsverteilung
Betrahtet man shlieÿlih noh eine konstante Anfangsverteilung mit g = C, dann ergibt
sih für die Downstream-Verteilung
g1(p) = g1(y) = C. (7.8)
Einsetzen in 7.1 ergibt
f2(p) = ap
−aC
pmax∫
pmin
(p′)a−5 dp′ (7.9)
und nah Integration erhält man für die analytishe Lösung der Upstream-Verteilungsfunktion
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f2(p) = C
a
a− 4 p
−a (pa−4max − pa−4min) . (7.10)
Abbildung 7.3 zeigt, dass bei einer konstanten Ausganskonguration eine Reproduk-
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Abbildung 7.3: Auh mit einer konstanten Anfangsverteilung lässt sih die analytishe Lösung reprodu-
zieren, jedoh ist die Genauigkeit bei dieser Wahl der Punktdihten (grün 41 Punkte, rot
11 Punkte) im Impulsraum sehr gering.
tion der analytishen Lösung nur bedingt möglih ist. Auh hier zeigt sih zwar ein Trend
in Rihtung analytisher Lösung bei steigender Punktzahl, jedoh muss die Punktzahl in
diesem Fall sehr groÿ sein, um ausreihend gute Ergebnisse zu erzielen.
7.1.4 Testrehnung mit hydrodynamishen Gleihungen
Im Fall eines numerishen Stoÿes ist die Reproduzierbarkeit der analytishen Lösung
etwas shwieriger herzustellen, da die Geshwindigkeiten vor bzw. nah dem Stoÿ sowie die
Stoÿgeshwindigkeit selbst niht exakt bestimmt werden können. Das bedeutet, dass die
Berehnung der analytishen Lösung nur in einem gewissen Bereih gültig ist. Trotzdem
zeigt sih auh hier eine sehr gute Übereinstimmung von Simulation und Analytik (siehe
Abb. 7.5). Bei diesen Testrehnungen wurde einmal mit 21 Punkten (rote Linie) und 41
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Punkten (grüne Linie) im Impulsraum gerehnet. Unter 21 Punkten ist die Genauigkeit
zu gering, um gute Ergebnisse bei der Testrehnung zu erzielen.
Ausgangspunkt für die Testrehnungen mit numerishem Stoÿ bildeten wieder eine ex-
ponentielle Anfangsverteilung nah Abshnitt 7.1.1 der CR's sowie ein rein hydrodyna-
misher Stoÿ, welher mit den Anfangswerten aus 7.1 und den Randbedingungen wie in
Abshnitt 6.1, erzeugt wurde (Abb. 7.4).
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Abbildung 7.4: Dihteverteilung ρ, Geshwindigkeitsverteilung u und Energiedihte e des hydrodynami-
shen Stoÿes. Stoÿmahzahl M = 15.17.
7.2 Kopplung von CR- mit hydrodynamishen
Gleihungen
Nahdem die Simulationen im Testteilhenbild die analytishen Lösungen der vershie-
denen Anfangsbedingungen sehr gut reproduzieren konnten, wurde shlieÿlih noh die
Kopplung von hydrodynamishen mit den CR-Gleihungen betrahtet. Diese Simulatio-
nen bilden den Hauptteil dieser Arbeit.
Durh die Kopplung ist es möglih die zeitlihe Evolution der kosmishen Strahlung
in einem galaktishen Wind zu bestimmen. Die gröÿte Herausforderung bestand in der
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Abbildung 7.5: Bild a) zeigt eine sehr ähnlihe Struktur wie in Abb. 7.1. Die analytishe Lösung lässt
sih sehr gut reproduzieren (Abb. b), die analytishe Lösung ist blau gepunktet). Abb c)
zeigt die Genauigkeitsverbesserung durh Erhöhung der Punktzahl im Impulsraum (grün:
41 Punkte, rot: 21 Punkte, blau: analytishe Lösung).
Erstellung des Anfangsmodells des numerishen Stoÿes. Durh die hohen Energien der
CR-Teilhen und deren harakteristishen Länge κ/u musste der Simulationsraum soweit
angepasst werden, dass auh die Teilhen mit den höhsten Energien keinen Einuss auf
den Rand der Computational Domain haben, also der Gradient der Verteilungsfunktion
(
~∇f = 0) ist. Um im Bereih einer typishen Gröÿenordnung eines galaktishen Ha-
los zu bleiben (um auh die Möglihkeit eines Vergleihs mit Beobahtungsdaten niht
auszushlieÿen), wurde ein Simulationsraum von 1 bis 100 kPc gewählt. Da der Diusi-
onskoezient κ allerdings impulsabhängig ist (vgl. Abshnitt 5.5.4), musste besonders bei
Teilhen mit geringer Energie darauf geahtet werden, dass die Stoÿbreite kleiner als die
harakteristishe Länge ist. Wäre die Stoÿbreite gröÿer, würde anstatt einer Stoÿbeshleu-
nigung nur eine adiabate Beshleunigung vorliegen. Somit ergeben sih zwei Bedingungen
für das Anfangsmodell des numerishen Stoÿes:
• Die harakteristishe Länge der Teilhen mit den höhsten Energien darf die Breite
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des Simulationsraumes ∆C niht übershreiten
χmax
uSto
< ∆C. (7.11)
• Die harakteristishe Länge der Teilhen mit den geringsten Energien muss gröÿer
als die Stoÿbreite δS sein
χmin
uSto
> δS. (7.12)
Für einen Simulationsraum ∆C von 1 bis 100 kPc (∆C = 3.05 × 1029 cm) und mit 5.43
ergibt sih somit
χmax
uSto
=
1
uSto
ρ1
ρ
(
p
p1
)a
< ∆C. (7.13)
Unter Annahme von a = 1 und der Bedingung, dass die harakteristishe Länge eine
Gröÿenordnung unter jener des Simulationsraumes bleibt (χmax/uSto = ∆C/10), ergibt
sih ein Maximalwert für χ0 von
χ0 =
1
10
p1
p
χmax
uSto
. (7.14)
Mit diesem Wert für χ0 kann nun die Stoÿbreite bestimmt werden, welhe vom Anfangs-
modell verlangt wird, um adäquate Beshleunigung der Teilhen im gesamten Impuls-
raum zu garantieren. Es zeigte sih bald, dass es numerish nur sehr shwer möglih ist
den gesamten Impulsbereih von 0 bis 1021 eV zu überdeken. Da allerdings nur Teil-
henenergien ab dem Knie von Interesse sind bzw. Teilhen mit Energien oberhalb von
1019 eV eine zu geringe Anzahldihte aufweisen (siehe Kap. 1), wurde der Impulsbereih
auf 1013− 1019 eV eingeshränkt. Diese Einshränkung war notwendig, da es sonst nume-
rish niht möglih gewesen wäre die Stoÿbreite an die geforderte Breite anzupassen. Mit
einer Stoÿgeshwindigkeit von uSto = 3.36×107 cm/s und den gerade denierten Impulsen
ergibt sih mit 7.14 als Wert für χ0 = 3.92 × 1024 cm2/s. Daraus errehnet sih mit 7.12
eine Stoÿbreite von maximal δS ≤ 6.92 × 1016 cm. Mit Hilfe dieser Werte wurde ein An-
fangsmodell eines numerishen Stoÿes wie in Abbildung 7.6 erstellt. In Abb. 7.6 b) ist die
Verminderung der Stoÿbreite im Vergleih zum Anfangsmodell (grüne Linie), wie in Ab-
shnitt 7.1.4 und Abbildung 7.4 dargestellt, ersihtlih. Dies wurde über eine konsequente
Verminderung der quadratishen Viskosität (vgl. Abshnitt 5.4) erreiht. Die Startwerte
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entsprehen exakt den Werten aus Tabelle 7.1 mit einer Punktdihte im Ortsraum von
N = 300. Nah dem erfolgreihen Erstellen des Anfangsmodells wurde shlieÿlih die
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Abbildung 7.6: Anfangsmodell des numerishen Stoÿes für den Fall der Kopplung von Hydrodynamik
und CR Erhaltungsgleihung. Abb. a), c) und d) zeigen die Stoÿstruktur in Abh. von ρ,
u und e. Abb. b) zeigt die Vershärfung des Stoÿes durh Verringerung der quadrati-
shen, künstlihen Viskosität im Vergleih zum Ausgangsmodell (grüne Linie, vgl. 7.4).
Stoÿmahzahl M = 15.17.
CR-Erhaltungsgleihung zugeshaltet. Als Ausgangsverteilungsfunktion der CRs wurde
eine Exponential-Verteilungsfunktion (siehe Abshnitt 7.1.1) gewählt. Das Verhältnis von
CR-Druk PC zu Gasdruk PG wurde jedoh erhöht auf PC/PG = 1/10, um die Eekte
auf den numerishen Stoÿ besser zu verdeutlihen. Abbildungen 7.7 a),c) und e) zeigen
deutlih, dass sih die Stoÿstruktur des numerishen Stoÿes nah Einstellen des quasista-
tionären Zustandes in den CR-Gröÿen γC , PC und EC wiederndet. Der Wert von γC
nimmt im Laufe der Zeit kontinuierlih ab und bleibt ab einem Wert von 4/3 konstant
(relativistishes Gas). Die Werte von CR-Druk und Energie verhalten sih dagegen genau
korrelativ (vgl. Abb. 7.7 b), d) und e)).
In Abbildung 7.8 ist shlieÿlih die veränderte Stoÿstruktur durh Kopplung mit kos-
misher Strahlung dargestellt. Während die Dihte ρ im Hinterland ansteigt (Bild a)),
nimmt der Gasdruk PG und die Gasenergie EC ab. Dies ist darauf zurükzuführen, dass
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Abbildung 7.7: Dargestellt ist die räumlihe Verteilung von γC, PC und EC nah Erreihen des quasista-
tionären Zustandes (Bild a), c) und e)). Bild b), d) und f) zeigt die zeitlihe Entwiklung
von γC , PC und EC eines Wertes nah dem Stoÿ.
die Gasenergie in die Beshleunigung der CRs übergeht. Weiters ist eine Veränderung der
Stoÿstruktur im Bereih des Vorlandes (besonders gut zu erkennen in Abb. 7.8 c)) zu er-
kennen. Diese Veränderung wird als Cosmi Ray Preursor (vgl. Dor, 1985) bezeihnet,
welher dadurh entsteht, dass das ankommende Plasma abgebremst wird. Der Eekt ist
in diesen Simulationen niht so deutlih zu sehen, da durh die Impulsabhängigkeit von κ
hauptsählih Teilhen mit geringer Energie betroen sind und die harakteristishe Länge
κ/u dieser Teilhen im Vergleih zum Simulationsraum sehr gering ist. Für diese Teilhen
ersheint der Stoÿ komplett vershmiert, d.h. sie werden nur noh adiabat beshleunigt.
Zu guter Letzt ist die Verteilungsfunktion nah Erreihen des quasistationären Zustan-
des in Abbildung 7.9 dargestellt. Die Struktur ähnelt sehr stark jener der Testrehnungen
(siehe Abb. 7.5).
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Abbildung 7.8: Dargestellt ist der Einuss der kosmishen Strahlung auf den numersihen Stoÿ. Wäh-
rend die Dihte ρ im Hinterland steigt, nehmen Gasenergie eG und Gasdruk PG ab. Die
Gasgeshwindigkeit u bleibt weitgehend unverändert, allerdings ist hier der Preursor am
deutlihsten zu erkennen. Die grüne Linie kongruiert mit dem Anfangsmodell des ana-
lytishen Stoÿes, die rote Linie mit der veränderten Stoÿstruktur durh Kopplung mit
CRs. X = 4.32304× 106.
-20
-10
0
10
20
lo
g
(f
)
[ g
c
m
c
m
3
s
]
b)
0.6
0.8
1
1.2
1.4
1.6
1.8
2
-18 -16 -14 -12 -10 -8 -6
g
[ 1
0
−
2
4
s
3
c
m
6
g
]
log(p)
[
g cm
s
]
c)
r
[
1024 cm
]
log(p)
[
g cm
s
]
0
0.5
1
1.5
2
2.5
g
[
10−24 s
3
cm6 g
]
a)
4.25
4.3
4.35
4.4
4.45
4.5
-18
-16
-14
-12
-10
-8
Abbildung 7.9: Dargestellt ist die Verteilungsfunktion f der kosmishen Strahlung nah Kopplung mit
dem numerishen Stoÿ. Die Ergebnisse ähneln sehr stark denen der Testrehnungen (vgl.
Abb. 7.5).
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8 Diskussion und Ausblik
Die im vorangegangenen Kapitel präsentierten Ergebnisse werden in diesem Kapitel dis-
kutiert. Weiters wird ein kurzer Ausblik auf die möglihen Resultate, die mithilfe dieser
Arbeit möglih sind, dargestellt.
8.1 Testergebnisse
Wie bereits in Abshnitt 7.1 erwähnt, zeigen alle Testrehnungen eine Konvergenz zur
jeweiligen analytishen Lösung bei steigender Punktzahl, was den Shluss erlaubt, dass
das numerishe Shema korrekt ist. Die gröÿere Genauigkeit bei Verwendung einer expo-
nentiellen Anfangsverteilung von kosmisher Strahlung (vgl. Abshnitt 7.1.1) ist darauf
zurükzuführen, dass der Cuto bei den geringen Impulsen hier bereits sehr nahe an der
analytishen Lösung liegt. In ähnlihe Simulationen, wie beispielsweise von Falle & Gid-
dings (1987), wurde der Cuto auf den Wert 0 gesetzt, was eine erhöhte Punktanzahl
verlangt um die analytishe Lösung zu reproduzieren. Es sei auh erwähnt, dass in diesem
Bereih die analytishe Lösung selbst niht aussagekräftig ist, da keine Kenntnis über eine
CR-Quelle besteht und diese auh bei den Simulationen niht berüksihtigt wurde.
8.2 CR-modizierte Stoÿfront
Auh in diesem Fall wurde bereits ein Groÿteil der Ergebnisse in Abshnitt 7.2 diskutiert.
Wesentlih ist, dass die Ergebnisse sih physikalish, mit Ergebnissen früherer, vereinfah-
ter Simulationen (siehe Dor, 1984, 1985) deken. Lediglih die Modikation der Stoÿfront
fällt deutlih shwäher aus als bei früheren Simulationen, was auf die Berüksihtigung
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eines impulsabhängigen Diusionskoezienten zurükzuführen ist. Besonders im Bereih
geringer Teilhenenergien ist der Untershied drastish, da hier das κ früherer Rehnun-
gen deutlih gröÿer angenommen wurde. Durh die viel gröÿere Teilhenzahl bei geringen
Energien (vgl. Abb. 7.9) und durh die Wahl eines zu groÿen κ fällt die Vershmierung
des Stoÿes überdurhshnittlih groÿ (im Vergleih zur Simulation in dieser Arbeit) aus.
8.3 Ausblik
Durh die Lösung der Fokker-Plank-Gleihung für die Verteilungsfunktion der kosmi-
shen Strahlung ist eine Reihe von Möglihkeiten gegeben, um das Gebiet der Hohenergie-
Astrophysik voranzutreiben. Da kosmishe Strahlung einen wesentlihen Heizprozess im
ISM darstellt, sollte die Wehselwirkung von hohenergetishen, geladenen Teilhen mit
dem ISM in allen zukünftigen Windsimulationen berüksihtigt werden.
In den meisten bisherigen Modellen wurde der CR-Druk PC sowie die CR-Energie EC
niht explizit bestimmt, sondern durh eine Reihe von Annahmen deniert (Details siehe
Dor, 1984, 1985). Durh die Lösung der Verteilungsfunktion für kosmishe Strahlung wird
es möglih den CR-Druk sowie die CR-Energie direkt aus der Fokker-Plank-Gleihung
zu berehnen, womit auh der Adiabatenkoezient (für ein ideales Gas) der CRs γC sofort
aus der Beziehung PC = (γC − 1)EC bestimmt werden kann und niht mehr durh einen
xen Wert (da es sih um relativistishe Teilhen handelt, wird normalerweise γC = 4/3
gesetzt) approximiert. Aus Abshnitt 7.2 geht hervor, dass sih frühere Modelle, trotz
inkonsistenter Berehnung der CR-Gröÿen, sehr gut mit den Ergebnissen aus Abshnitt
7.2 deken. Somit kann das in dieser Arbeit beshriebene Modell auh als Test für die
Genauigkeit eines simplizierten Modells herangezogen werden.
Da in dieser Arbeit galaktishe Winde mit der für diese Art von Winden sehr prakti-
shen und auh üblihen Flussröhrengeometrie (siehe Abshnitt 1.2.1) modelliert wurden,
eignet sih die aktuelle Form der diskretisierten Gleihungen nur teilweise, um andere Sys-
teme, wie beispielsweise Supernova-Überreste SNR, numerish zu beshreiben. Eine Erwei-
terung der hydrodynamishen und der CR-Gleihungen in sphärishe Geometrie würde
eine Anwendung für stellare Winde und Supanova-Überreste möglih mahen, wenn die
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Expansion als sphärish-symmetrish angenommen wird.
Weiters gilt die in der Arbeit verwendete Form der Fokker-Plank-Gleihung gene-
rell für geladene Teilhen, was bedeutet, dass sowohl Protonen p+ als auh Elektronen
e− untersuht werden können. Um Elektronenverteilungen zu simulieren, muss lediglih
ein Energie-Verlustterm, welher durh die Synhotronstrahlung zustande kommt, in der
Erhaltungsgleihung berüksihtigt werden. Elektronen (und damit vor allem die Syn-
hotronstrahlung) spielen bei der Beobahtung von SNRs und stellaren Winden eine we-
sentlihe Rolle. Beispielsweise liegen Beobahtungsdaten vor, welhe auf Anzeihen von
Teilhenenergien von Ee− ∼ 40TeV in dem Supanova-Überrest Cassiopeia A hinweisen
(siehe Allen et al., 1997).
Um die Ausbreitung groÿskaliger, galaktisher Winde besser zu modellieren, würde ei-
ne Erweiterung des Gleihungssystems um die Gleihungen der Magneto-Hydrodynamik
(MHD) detailliertere Informationen über das Ausbreitungsverhalten geben. Die MHD er-
laubt es, die Magnetfeldstruktur zu beshreiben und somit die Wehselwirkungen der gela-
denen CR-Teilhen mit dem Magnetfeld konkret zu bestimmen. Wie bereits in Abshnitt
5.5.4 erwähnt, wurde in bisherigen Arbeiten (z.B. Dor, 1984, 1985) der Diusionskoezi-
ent κ stets als eine rein impulsabhängige Variable deniert. Diese durhaus gerehtfertigte
Approximation stellt allerdings nur eine grobe Abshätzung dar, da der Diusionskoe-
zient κ im Realfall eine Funktion der Magnetwellenstruktur ist. Durh Einbeziehung von
MHD wäre demnah eine physikalish korrekte Beshreibung des Diusionskoezienten
möglih. Die in dieser Arbeit vorgestellten Ergebnisse zeigen wie stark der Diusionskoef-
zient die Stoÿstruktur (Preursor) beeinusst und wie groÿ dabei die Abhängigkeit von
Teilhenzahl und zugehörigem Impulsbereih ist (siehe Abshnitt 7.2). Eine physikalish
aufwendigere Modellierung des Diusionskoezienten würde noh detailliertere Aussagen
über die Ausbreitung der Stoÿfront und deren Änderung geben können.
Zusammenfassend kann also gesagt werden, dass, aufbauend auf diese Arbeit, noh eine
Reihe von Optionen im Bezug auf Modellrehnungen mit kosmisher Strahlung oen ste-
hen, die für die zukünftige Untersuhung von astrophysikalishen Problemen von groÿem
Interesse sind.
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